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EXERCICE 3 :

Les deux parties A et B sont indépendantes I'une de Fautre.

Partie A ;

Soit la fonction numérique f définie par :

x+In(x+1)?six <0
f(x) = 1
(x+1ezsix>0

- On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthornormé (0,1,]) (unité

graphique : 1cm).

1

a) Déterminer I'ensemble de définition Df de F

'b)  Caleuler les limites de f(x) aux bornes de Df.

a) Etudier la continuité de f en 0.
b) Montrer que f est dérivable 4 gauche en O et déterminer f5(0).

¢) Calculer Iim (1 +u)e™™. En déduire que fest dérivable a droite en O et

déterminer/ a(0).

d) Déterminer la tangente éventuelle ou les demi - tangentes a la courbe (C)
au point d'abscisse O par son {ou ses) équation (s).

Etudier les variations de f sur Df et dresser son tableau de variation.

On défini sur [0; +-co[ la fonction ¢ par: @(t) = 1 — (1 + t)e™.

a) Calculer la dérivée @' de @ et prouver que : pour tout réel ¢ positif, on a
0 ¢'(t) <t.

b)  En déduire que pour tout u positif, ona 0 < ¢'(u) < u;(l)

a) Etablir, 4 I'aide des inégalités (1), que pour tout réel x strictement positif,
onal<x~f(x) S-—

b) En déduire que (C) admet une asymptote (A) au vmsmage de 0o, Préciser
la position de (C) par rapport a (4).

a) Etudier la branche infinie de (C) au voisinage de —o.

b) Déterminer les coordonnées du point A, intersection de (C) et de {A),
différent de O.

c) Etudier la position de (C) par rapport 2 (A) au voisinage de —~00,

Tracer la courbe (C) avec ses asymptotes et ses tangentes ou demi-tangentes

particuliéres.

Hachurer le domaine plan limité par la courbe (C), la droite (A) et les droites

d'équation x = —e — L et x = =2 ; calculer en cm? son aire géométrique A.
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Partie B :

A. On définie sur R la fonction g par: g(x) = (1 + x)e % —1
a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
b) Montrer que g(x) = 0 admet une solution non nulle unique & et que :
' 3

e
i

B. Soit la fonction W définie sur I = [——1;3—] par: P(x) = e?* -1
1. Vérifier que Y(a) = a.
2. Montrerque (Vx € I), W(x) € I etque [¥'(x)] < %

C. Ondonne la suite numérique (u,,) ey définie par:

{u() - ‘—1
un+1= Zu"—l,vnEN P
a) Démontrer par récurrence que (vn € N) 1 < u, < —-%

b) Montrerque (vn € N) |u,q —a] < %Iun — al

L\H2
etque (Wn €N) |, —a| £ (5)
c) Endéduire la convergence de la suite (up)

EXERCICE 4 :

Dans tout le probléme, 1 désigne un entier naturel non nul. A tout entier naturel n
non nul, on associe la fonction numérique f, définie sur | — 1; +oo[ par:

ey =2"1n(l +x)
Le probléme est consacré a I’étude de la famille de fonctions f, et a celle d’une
suite liée a ces fonctions f,
On désigne par C,, la courbe représentative de f, dans le repére orthonormé
d’unité 2cm.

Partie | :

1. Soit hyla fonction numérique définie sur | ~ 1; +oo[ par: '
=min(l s sh—
B GO) = nin(1+ )+

Etudier le sens de variation de h,.
En utilisant la valeur de h, (0), déterminer le signe de h, (x) sur | — 1; +oo[.
2. a) Pourtoutx €] — 1;+oof, vérifier que fi(x) = hy(x) et que, pour tout

n> L)y =ak h(x)

b} On suppose n impair. Pour tout x €] — 1;4oo[, justifier que fn(x) et

h,, (x) sont de méme signe.

Donner alors le tableau de variation de la fonction f, lorsque n est impair,
en précisant ses limites en +oo.
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¢} Onsuppose n pair. Dresser de méme le tableau de variation de £, lorsque
n est pair, en précisant:ses limites en —1 et +4o00.
3. a) Etudier la position relative des courbes C; et C,
b} Tracer ces deux courbes.

Partiell :

Dans cette partie U désigne |a suite de terme général U,, définie pour tout n € N*
par:

q:
145 =f x™In(1+x)dx.
0
1. a) Démontrer que:

0<U, <

n+t
a) Endéduire que la suite U est convergente et donner sa limite.

b) AJaide de I'encadrement obtenu en a) déterminer un entier n, tel que,
pour tout n = ny on ait :

0=< < —

e 100
2. a) Enremarquant que, pourtoutx € [0;1]ona:
- 2
,, S
Calculer
1 52

i

b) Calculer U; au moyen d’une intégration par parties.
3. Pourtoutx € [0;1] et pour tout n > 2, on pose :
Sp()=1-x+-+(1"x (1)
a) Démontrer que :

1 (_1)n+1xn+1
Sp(x) = o (2)
1+x o2
b) En utilisant successivement les expressions (1) et (2} de S,(x), établir
I'égalité -
1 (___1)71 1 xn+1
1 — = =ln2= (- n+1f dx
AR e el W L
c) Enutilisant une intégration par parties et le résultat précédent démontrer
que :
In2 (=1)ntt 1 Grd)?
[ = IR
1T nel a0 S and

4. Soit E I'ensemble des points M du plan, de coordonnées (x, ¥) vérifiant :
0<sx=<letfo(x) <y <fix).
Calculer U; et en déduire I'aire de E en cm?
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