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Préface
Louanges a ALLAH seul,

Ce document vient pour combler une des lacunes que connait la
filiere SM en matiere de rareté des livres traitant les sujets
d’examens de Maths en terminal. Je I'ai concu, et rédigé,
volontairement dans le but d'aider les éleves du Maroc et
d'ailleurs & concevoir une image approximative sur les attendus
du programme.

Avant de partir passer cet examen national, vous étes censés
connditre toutes les techniques, les astuces, les frucs, les
meéthodes, les algorithmes, les procédures et les réponses typiques
a toutes les questions typiques que vous allez apercevoir tout au
long de ce document. La-bas, le jour de I'examen en salle, vous
n'avez rien a faire que de choisir la bonne méthode comme
réponse a la question adéquate qui convient. Malheureusement, il
y en a encore beaucoup d'éleves qui ne croient absolument en
cette stratégie « d'apprendre par cceur » les procedés classiques
et les méthodes typiques. Mais la vérité c'est que vous aurez 360
minutes comme masse horaire pour répondre A pres de 40
questions, soit 9 minutes en chaque question ®.

Apres cing mois de travail dur est tenace, me voild prét a vous
proposer ma méthodologie de préparation pour s'entrainer bien,
et pour répondre aisément aux questions de I'examen national.
J'ai proposé seulement sept sujets comme plateforme de travail.
Et je crois que c’est tant suffisant. Mais si vous en voulez plus,
consultez I'édition 2014 que j'ai détaillée et rédigée en arabe. Par
la suite, voici quelque conseils 4 suivre pendant vos révisions, et
pour vous aider a aborder sereinement les épreuves écrites de juin
2018, et ainsi mettre toutes les chances de votre coté pour
décrocher votre précieux Bac ©.
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Pour réussir cet examen, il faut aimer fravailler les maths au
premier abord. Et ce n'est pas du tout banal que quelgu’un
débute toujours I'année avec motivation. Faire des fiches qui
récapitulent I'essentiel du cours et utiliser des moyens
mnémotechniques a fin d’en faire un vrai capital mémoire.

Savoir bien gérer son temps en se fixant des délais et en
s’accordant des pauses. On ne retient bien que ce qu'on aime. Et
généralement, On aime bien les matieres ou on a eu de bonnes
notes ©. Partant de ce principe, |'estime qu'il faut se motiver
d'autant plus pour les matieres ou I'on se sent moins a I'aise ( les
arithmétiques comme exemple ®). Il s’agit d'installer un cercle
vertueux des le début de I'année si I'on se plonge dans une
matiere avec passion, alors on va mieux retenir, mieux restituer et
avoir de bons résultats. Ce qui permet d'associer une image
positive d I'examen tout entier ©.

Un bon étudiant est celui qui connait sa grille d’évaluation et les
cadres référentiels des examens. Savoir ce que I'on attend de
vous en Maths (connaissances et compétences), vous aidera d
voir quoi mettre en avant, a anticiper les questions.

Et c'est d'ailleurs mon premier but derriere ce document.

Dans un examen, il y a une part de stratégie puisqu'il faut
convaincre I'examinateur (ou directement le correcteur).
Comprendre ce qu'on attend de vous est tres primordial, car dans
I'’examen du baccalauréat vous étes amenés, sans qu’'on le dit
institutionnellement, vous étes censés de recracher le cours sous
diverses formes : algorithmes, théoremes, applications, méthodes,
procédeés etc...

Certains éleves commencent a réviser dés le mois de Mars, alors
que d’autres attendent le mois de Mai pour se plonger dans leurs
livres en prévision des examens de fin d’'année. Mais peu importe
la stratégie, il faut savoir que la réussite a ces épreuves ne déepend
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Ne dépend pas que de la qualité du travail de révision.

La préparation mentale y joue également un grand réle. Savoir
chasser le stress et gérer son tfemps est aussi important que
d’'arriver a assimiler le cours des mathématiques tout entier.

Souvent, les sujets des examens, notamment a I'écrit, sont liés de
pres ou de loin a I'actualité. En plus de vous donner des
indications claires sur les éventuels sujets. Travailler les sujets des
années dernieres permet d’enrichir vos connaissances, de
confirmer que vous étes curieux et que vous avez déja une
expérience cumulée.

Un examen, c’'est comme une épreuve sportive | sil’on arrive sans
énergie, alors on est sUr de rater son départ ou de ne pas arriver
jusqu’au bout. Le moral c’est gu'il est important de bien manger
de bonnes Msimnates de la chere maman et de bien dormir,
notamment dans les derniers jours précédents les épreuves ©.
L'alimentation permet de fournir de I'énergie, le sommeil aussi, en
plus de permettre au cerveau de récupérer et d’enregistrer toutes
les informations acquises dans la journée. Je vous conseil aussi de
s'aérer I'esprit en faisant du sport.

Enfin, il importe d'aborder I'épreuve de facon positive, de se
présenter a I'examen prét a faire de son mieux tout en étant
conscient que la partie ne sera pas facile ®. Il faut savoir que
visualiser la reussite peut influencer et programmer le sucés dans
I'inconscient, autant mettre toutes les chances de son coté ©.
Je souhaite que ce document aide a achever tous vos buts.
Louanges a ALLAH seul et bénédiction et salut soient sur son
prophete MOHAMED.

Bon courage.

©Professeur Badr Eddine El FATIHI.
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Le Premier Exercice

La Question: 1) a)

On calcule directement le déterminant de cette
équation a I'aide de la formule connue :

A= (5 +iv3)" — 4(4 + 4iV3)
=25+ 10iV3 + (iV3)’ = 16 — 16iV3
=25+ 10ivV3 -3 —16 — 16iV3
=6—6iV3

D'ou le résultat suivant : A= 6 — 6ivV3 w (1)

De I'autre coté, On développe (3 — iv3)’
on trouve :

(3—iv3)’ =9-6iV3—3=6—6iV3
D’ou le résultat suivant :
(3—iV3)° = 6—6i\V3 = (2)
D'apres (1) et (2) on déduit que A= (3 — i\/§)2

Remarque : la question posée est une question de
vérification. C-a-d que le résultat est connue a
priori. Et on vous demande de le redémontrer et de
le redécouvrir. Mais si on reformule la question

ainsi : écrire sous forme d'un carré, alors Ia je vous
propose le procédé suivant :

Premiérement : On doit écrire (6 — 6iv/3) sous sa
forme exponentielle ret®

= 6—6i\/§=12<%—i73>
=12 (cos (—?n) + i sin (—?n))

Il est facile maintenant de trouver les racines
—im

carrées de 12e s .
Rappel : les racines n®™¢ du nombre complexe ret®

n l.(6+2kn)
sont les nombres complexes z, = Vre'\" n /.
k et n sont deux entiers naturels qui vérifient n > 2
et 0<k<n-1.

D'apres ce petit rappel, on déduit que les racines
carrées de 12e3 sont :

_(%”+2><0><n) _
2 : 2 i
zo=13V12e =2V/3¢e6
—T . T
=23 (cos (?) 4+ isin (?))
V3 ,1)
= 2\/§ (7— li
=3-iV3
i(%”+2><1><7‘c> y
- LT
z,=%12e 2 —2V3e6
5n . (5m
=23 (cos <?> 4+ isin (?))
-3 _1)
= 2\/5_) <T + lE
=-3+iV3

Finalement on écrit: A= (3 — i\/S_’)Z = (—3 + i\/§)2
La Question: 1) b)

a:(5+i\/§)—(3—i\/§)_

> =1+iV3
b:(5+i\/§);r(3—i\/§):4€R

La Question: 1) c)
(1-iV3)a = (1-iv3)(1+iV3)

=12 — (iV3)’
—1—(=3)=4=b

La Question : 2) a)

Soit R la rotation mentionnée dans cette question

R(O)=B, & (231 - ZA) = e%(zo —Zy)
s (bp—a)=i(0—a)
& b=a(l-1)
e b =(1+V3)1-10)
e by =(1+V3)+i(vV3-1)
La Question : 2) b)

Notons par H la transformation du plan (P) qui
associe B & B,

<ZB—ZA>_ 4—1-1iV3
Zg, —Za) 14+V3+iV3—i—1—iV3
_3-iV3 V3(¥3-1i)
T V3-i o (V3-i)

V3
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Zp — Z
<Z: _24) =V3 = (z3-2) =\/§(231 _ZA)
! = AB =3 4B,

Donc B est I'image de B; par I'homothétie H de
centre A et de rapport /3.

La Question : 2) c)

b (1-if3)a  1-iV3
b—a (1-iV3)a—a 1-iV3-1
1-iV3 1
= — —-—1
—-iv3 3
-5l [+ (@) -7
—_ 1| = —_— = —

V3 3 3
b 1 2<\/§ 1> 2 in
=l-—i=—f—|—7—zi]=—Feb6
b—a V3 3\2 2 V3
b

La Question : 2) d)

Soit (€) le cercle circonscrit au triangle 0AB et soit €

un point du cercle (€) difféerent de 0 et de B..

Ce(C) = 0,A,BetC sont circulaires
Zo — Z¢ Zo —Zp
= arg( ) = arg( ) [r]

La Question : 2) a)

Soit x un entier relatif vérifiant x43% = 1436[2015]
= (3keZ) ; x1439 — 1436 = 2015k
= (3keZ) ; x'*3°% — 2015k = 1436

Soit d un diviseur commun des nombres x et 2015

= d/x et d/2015

= d/x™3° et d/2015k
= d/(x1*3° - 2015k)
= d/1436

La Question : 2) b)

Soit § =2015Ax

= §/2015 et &/x
= §/2015 et §/1436 ; selon2)a)

{ 5/(2015 X 749)
5/(1436 x 1051)

= §/(1436 x 1051 — 2015 X 749)
= §/1
oubien § =1
= {oubien 6 =-1
= 6=1; carl> -1
= 2015Ax=1

La Question: 3) a)

Rappel : ( Théoreme de Fermat )

0—c 0—b La Forme générale :
= arg( ) = arg <—b> [m]
a _b peP = (VaeZ) : aP = alp]
_C —
= arg (a — c) = arg (a — b) (] La Forme réduite :
c b
— eP -
= arg(a—c)-l_n_arg(a—b)-l_n[n] Z/\p= = aP71 =1[p]
c _ b
= arg (a _ c) =arg (a _ b) [7] Pour commencer, il est frés facile de montrer que
c T 5, 13 et 31 sont tous des nombres premiers. Et cela
= arg (a - C) =gl & I'aide du critére connue par tout le monde (test

de primalité). Aussi, une simple calculette nous

Le Deuxieme Exercice assure les égalités suivantes :

i 1440 = 360 X 4
La estion: 1
Question ) 1440 =120 x 12
Rappel : ( Théoréme de Bezout ) 1440 = 30 x 48
xAa=1
arb=1 & Juvel; autbv=1 Rappel: xAabc=1 < |xAb=1
xANc=1

Ona: 1436(1051) + 2015(=749) = 1

Alors - 2015 A 1436 < 1 xA2015=1 o xA(5x13x31)=1

xAN5=1
S |xA13 =1
xA31=1
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Et voila | on dispose maintenant des armes
nécessaires pour appliquer le Théoreme de Fermat
sous sa forme reduite :

5P

5-1 —
xA5=1 = 7 = 13]
= x*=1[5]
= (x4-)360 = 1360[5]
= x%0 =1]5]
13eP 13-1 —
xa13=1_ * = 1[13]
= x'“=1[13]
— (x12)120 = 1120[13]
= x1%10 =1[13]
31elP 31-1 —
xA31=1 _ Y= 1[31]
= x3Y =1[31]
= (x39)%8 = 148[31]
= x*0 =1[31]

La Question : 3) b)

a/n
Rappel: (b/n = ab/n
aAb=1
x1440 = 1[5] 5/(x1440 _ 1)
x40 =1[13] = [13/(x'**0-1)
5A13=1 5A13=1

(5 x 13)/(x1440 — 1)
65/(x1%40 — 1)
X140 = 1[65]

U

x1440 = 1[65]
X140 = 1[31] =

65/(x1**0 — 1)
31/(xM0 — 1)

65A31=1 65A31=1
= (65x%x31)/(x**0-1)
= 2015/(x1*40 — 1)
= x1%10 =1[2015]
La Question : 4)

x143% = 1436[2015] |x - x1439 = 1436x[2015]
x1440 = 1[2015] x1440 = 1[2015]
x1440 = 1436x[2015]
x1440 = 1[2015]
{ 1436x = 1[2015] (1)
1436 x 1051 = 1[2015] (2)

U

U

-0 1436(x — 1051) = 0[2015]
2015/1436(x — 1051)
2015/(x — 1051) ; Gauss

=
=
=
= x =1051[2015]

Remarque : On peut montrer que 2015A1436 =1
a I'aide du procédé de la décomposition en
produit de facteurs premiers de 2015 et de1436

2015=5%x13x 31

Onas |"436 = 22 x 359

D'oU: (5x13x31)A(22%359) =1

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

L'application ¢ est définie comme suit :

p: R+) — (ED)
x — M(kx-1)

Le but de cette question est de montrer la chose
suivante : o(x +y) =) Te(y)
Pour commencer, soient x et y deux nombres réels .

pX)Te(y)=Mx-1)TMy—-1)
=Mx-1+y—-1+1)
=Mkx+y—1)
=pkx+y)

D’'ou ¢ est un homomorphisme de groupes.

La Question: 1) b)

Premierement, On veut-bien montrer que ¢ est
une bijection. Il suffit de résoudre I'équation

@(x) =M(x —1) dans R et montrer qu’elle admet
une seule solution réelle .

Etant donné M une matrice de E, alors par
définition de I'ensemble E on peut écrire M sous la

1—x X
forme M=M(x)=(_2x 1+ 2x

nombre réel. Donc ¢(x + 1) = M(x)

c-0-d: (VMeE)(3!xeR) : @(x+ 1) = M(x)

Et d'aprées la définition d'une application bijective
on conclut que ¢ est bien une bijection

Ainsi, I'image du groupe (R, +) par ¢ est le groupe
(E,T) (car @(R) = E )

) avec x estun

Rappel : Si f est un homomorphisme d'un groupe
(G,») vers un ensemble (F,T) . alors I'image du
groupe (G,*) par f estle groupe (f(G),T) .

Les propriétés caractéristiques du groupe (E,T)
seront déduites & partir de celles du groupe (R, +)
par le biais de I'application ¢ . Autrement-dit, il suffit
d'exploiter I'égalité ¢(R,+) = (E,T) .

Comme (R, +) est commutatif alors (E,T) I'est aussi.
Comme 0 est I'élément neutre de (R, +)

alors ¢(0) sera I'élément neutre pour (E,T) avec

_ . (2 -1
@(0) = MO -1) = M(~1) = (2 _1) Donc la
matrice (; :1) sera I'élément neutre pour (E,T) .
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Le symétrique d'un élément ¢(x) dans (E,T) est
I'élément ¢(—x) dans (E,T) (car -x est le symétrique
dexdansRetona: ¢(—x)=M(—x—1)

La Question : 2) a)

_(1—x x 1-y y )
M(x)XM(y)_(—Zx 1+2x)x(—2y 142y

:( 1-x)1-y)—2xy y(1 —x)+x(1+2y) )
—2x(1—y)—2y(1+2x) —2xy+ (1+2x)(1+2y)

_(1—x—y—xy x+y+xy )
T \—2x—2y—2xy 1+4+2x+2y+2xy

_(1—(x+y+xy) (x+y+xy) )
T\ 2(x+y+xy) 1+2(x+y)+xy

=M(x+y+xy)

La Question : 2) b)

E est un sous-ensemble de M, (R) puisque c'est
I'ensemble des matrices carrées, d’ordre 2 a
coefficients réels, qui s’écrivent sous la forme M(x)
définie dans I’énoncé. Soient M(x) et M(y) deux
éléments de E, Alors On a d'apres la question
precédente : M(x) X M(y) = M(x +y + xy)
comme x et y sont deux nombres réels

alors (x +y + xy) est aussi un nombre réel

doU: VM), M(y)eE : M(x)XxM(y)eE

Donc E est un sous-ensemble de M, (R) stable par
la multiplication matricielle x dans E.

x est commutative dans E car :

M(x) X M(y) = M(x +y + xy)
=M(y+x+ yx)
= M(y) x M(x)

La Question : 2) c)

Soient M(x) , M(y) et M(z) trois éléments de E.

M(x) x (M(y) XM(Z)) =Mx)XM(y+z+1)
=MQ2x+y+z+1+xy+xz) (*)

(M(x) xM(y))T(M(x) XM(Z))
=Mx+y+xy)TM(x + z+ x2)
=Mx+y+xy+x+z+xz+1)
=MQ2x+y+z+1+xy+xz) (x)

D'apres les résultats (x) et (xx) on tire :

M(x) x (M(y) x M(2))
= (M(x) x M(3)) T (M(x) x M(2))

Donc x est distributive a gauche parrapport a 1.
on vérifie aisément la distributivité a droite de x par
rapport a T pour conclure finalement que x est
distributive parrapport a 1.

Soit M(x) un élément de .

M) TM(=1) = M(x —1+1) = M(x)
M(=1)TM(x) = M(~=1+x + 1) = M(x)

Donc M(—1) est I'élément neutre du groupe (E,T)
pour la matrice unité I.

on a fout d’'abord I = ((1) (1)) = (—12_><00 1+ (2) x 0)

soit M(x) un éléementde Eona:
M(x) x M(0) =M(x + 0+ x0) = M(x)
M) X M(x) = M(0+ x + 0x) = M(x)
Donc M(0) = I est I'élément neutre de la
multiplication matricielle x dans E.

La Question: 3) a)

Soit x un nombre réel différent de —1,

M(x)xM(_—x)=M<x+ —x & >

1+ x 1+x 14+x
<x2+x—x—x2>
=M
1+ x
=M(@0) =1

La Question : 3) b)

Rappel : soit E un ensemble muni de deux lois de
compositions internes « et 7.

(E,*,T) est un corps Si et seulement si :
(E,x) est un groupe abélien (commutatif)
(E\{e},1) est un groupe
T est distributive par rapport & =

Avec e est I'élément neutre du groupe (E,*) .

Soient M(x) et M(y) deux €lements de E\{M(—1)}
Ona: M(x) x M(y) =M(x+y+xy)

x# -1 y(x+1)#0

y#-1 x#—1

Donc x+y(x+1)# -1

c-a-d: (x+y+xy)#—-1

D'ou: M(x+y+xy)e E\{M(-1)}

Comme { alors {

Donc x est une loi de composition interne dans
I'ensemble E\{M(-1)} .

Comme x est associative dans E alors elle |'est
aussidans E\{M(—1)}.comme I = M(0) est
I’élément neutre pour (E,x) et M(0) e E\{M(—1)}
alors I est aussi I'élément neutre pour x dans

E\{M(-1)}

Comme VxeR\{—-1}; M(x) x M(%) =]
alors tout élément M(x) de E\{M(-1)} admet un
symétrique M(—’;) dans E\{M(-1)}

1+

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com - ion normale 2015 - la page : 29



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

Finalement : On a trouvé que x est une loi de

composition interne dans E\{M(—1)}, associative,

admet un élément neutre et qui vérifie la symétrie
des éléments de E\{M(—1)}
alors (E\{M(—1)}; x) estun groupe (1) .

Mais d'aprés les questions précédentes on a vu
que (E,T) est un groupe (2) . et aussi que x est
distributive par rapport a 1 (3). Donc on tire des
résultats (1), (2) et (3), aI'aide du rappel que
(E,1,x) est bien un corps qui est commutatif car la
loi x est commutative dans E.

Le Quatrieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

lim f(x) = lim x(1+(nx)?)=+oo

X—>+00 X—>+00

—+ 0o —+ 00

X
lim & = lim 1+ (Inx)? = 4o

xX—+o00 X xX—+00

Donc la courbe (€) admet une branche
parabolique suivant I'axe (0Y)

La Question : 1) 2) a)

. — . 2
Jim f(x) = lim, x(1 + (Inx)*)
— i 2
= xll,%l+ x + x(Inx)
— : 2
=0+ xll)r(l)l+ x(In x)

) 2 2
= lim (Vx)"(2Invx)
= lim 4t?Int

t—0t
t=vx
lim (4¢) (tInt) = 0 = £(0)

t—0+

0 0
Alors la fonction f est bien continue a droite en 0 .
La Question : 1) 2) b)

I'axe (0Y) est tangente a (€) au voisinage de 0 .

La Question: 1) 2) ¢)

f'(x) =(nx)?+2(Inx) + 1
=(nx+1)?>0; Vx>0

Alors la fonction f est purement croissante.

La Question : 1) 3) a)

f'(x) = (nx + 1)

f' est dérivable sur ]0, +o[ comme étant un carré
d'une autre fonction aussi dérivable. La dérivée
seconde f"" est définie par:

Fr() = 20nx+ 1) = w

Si x =2 Alors f"(x) =0
Si x> Alors f"(x) >0

Si x <= Alors f(x) <0
Alors (if G)) est un point d’inflexion a (C) .

La Question : 1) 3) b)

f(x)—x=x(1+ (nx)?) —x = x(Inx)?

signe(f(x) — x) = signe(x(In x)?)
= signe(x) ; car (Inx)? >0

=)

= Vx20; f(x)—x=0
= Vxe[0,+o[; f(x)=>x

Alors :

La Question: 1) 3) ¢)

y ©

La Deuxiéme partie

La Question: 1) 1)

Soit (B,) la proposition définie comme suit :

(B) : %s u, <1 . Examinons la véracité de (B,)
pour chaque n de N d I'aide du procédé de
récurrence. L'instance (P,) est validé car tout
simplement é < é <1.

Soit n dans N et on suppose que (B,) soit vraie.
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(P) est vraie = e l1<u,<1
= fle™) < fluy) <f)

2
= ;Sf(un)<1; car f est 7

= 1<2< (uy) <1
5 <5 =/

1
= g < f(un) <1

1
= E < f(un) <1
= (P,41) est vraie

l'instance(P,) est vraie

Alnsi : {l’instance(Pn) implique (Pn41) ; VneN

Donc (B,) est toujours vraie
C-a-d : (VneN) ; éS u, <1

La Question : 1l) 2)

Vx>0): f(x) =>x
(pour x = uy) = f(uy) = uy
car (VneN) ; u, = % >0

Donc (VneN) ; uUpyq = Uy,

Et par définition de la croissance des suites on
conclut que (u,) ey €5 UNe suite croissante.
Or, VneN ; u, <1 (majorée par 1)

Donc (u,)neny CONvVerge vers une limite réelle [ .

La Question : I1) 3) a)

1
(VneN) ; ;S u, <1

<1l<1 ; passageauxlimites

La Question : 1) 3) b)

Upsr = f(uy) ; VneN
w):q 1

° 7 e

f est une fonction continue et croissante,
soit | = lim,,(u,) Donc [ verifie 1= f(1) .

1+ {(nD?) =1
1+(nD?=1;1+#0
(InD)?=0

Inl=0

=1

L S

La Troisiéme partie

La Question : 11I) 1) a)

Une condition suffisante pour qu'une fonction f
admette des primitives sur un intervalle est qu’elle
y soit continue. Il est évident que la fonction h est
bien continue sur I'intervalle ]0, +o[ comme étant
somme de deux fonctions trivialement continues
sur 10, 4+oo[ . il reste O démontrer que :

Vxel0,+oof ; H'(x) = f(x)

_ 2
Soitx>0; H'(x) =sz+%(x7+2xlnx)

X
=7+§+xlnx

=xlnx

= h(x)

La Question : 111) 1) b)

Je propose une démarche a base d'une
intégration par parties.

Rappel : I'intégration par parties est la méthode &
travers laquelle on transforme I'intégrale d'un
produit de fonction en d’'autres intégrales dans le
but de simplifier le calcul :

b b
f u(x) - v'(x) dx = [u(x)v(x)]2 — f u'(x) - v(x)dx

[

t -(n )2 dt = [u(®)v(t)]f — fxu(t)v’(t) dt
u'(t) v 1

t2 Xoorx g2 1
_ |t 2| _ L 2
B e

x%(Inx)? x
2 1

La Question : 1llI) 1) ¢)

Evaluons d’abord I'intégrale suivante : [ tint dt

j (tInt)dt = j H'(®)dt =[H(®)]F
1 1

=H(x)—H(1)
-1 1 1
— 42 - 21 -
4x +2x nx+4
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F(x)=j1f(t)dt

= fxt(l + (Int)?) dt
1

X X
:f tdt+f t ~(Int)?dt
1 v u)

[%] [?2 lnx)z] —flx<§-21nt-%>dt
1 2(lnx)2
£

x? 1\ x*(nx)? /-1 1 1
<7——>+ (Inx) ( x2+—x21nx+—)

fx(t Int) dt

2 4 2 4
_3x%* 3 N 2(lnx)2 x?Inx
4 4 2 2

La Question : I11) 2) a)

3x2 3 x*(Inx)? x%lnx
== —3t—% 3

F est continue sur [0, +o[ comme étant somme de
quatre fonctions toutes continues sur [0, +oo[ .

La Question : I11) 2) b)

lim F o) = 1 3x2 3_|_xz(lnx)2 x?Inx
xl»r(gl (x)_xlgl’f 4 4 2 2

- <_3 +0-0+0) =
= =
La continuité a droite en 0 nous donne :
-3 0
lim FO) = F(0) = —-= fl F(t)dt
3 1
= Z= f £t dt
4 0

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1) a)

Soientx >0ette[x,2x] = x<t<2x
= —2x<-t<—x
= e <etlt<e™; Exp est /7

La Question: 1) b)

Soient x > 0 et t € [x, 2x]

e—Zx -t

e <etl<e™ =

2x e—2x 2x
= f < >dt Sf (—
x t x t

[}
&
~
QU
o~
IA
xR N
N
x®
/N
|m
~ I
x®
N~
QU
o~

J'ai le droit d’introduire I'intégrale parce que les
trois fonctions sont toutes continues sur [x, 2x]
et aussi x < 2x gardera |'ordre inchangeable.

= e [In|t]]F* < g(x) < e *[In|t]]F*
= e (n2)<gkx) <e*(n2)

La Question: 1) c)

e ?*(In2) < g(x) <e*(In2)
xS 0 x>0t
In 2 In2

= lim g(x) =In2 = g(0)
x—0%

= g est bien conitnue a droite en 0

La Question : 2)

Soit a un réel strictement positif.
-t
La fonction ¢ : t — eT est continue sur 10, +oo[

et ae]0,+oo[ Donc ¢ : xl—>f( )dtes’rloseule

fonction primitive de ¢ sur 0, +oo[ qui s’annule en a
. Vx>0 ; Y'(x)=¢k)

C-a-d: {

Y(a) =0

gx) =f:x<eT_t> dt = f:xq)(t) dt

= Lago(t) dt + j:(p(t) dt

= —fx(p(t) dt+f2x<p(t) dt

= —Y(x) + ¥ (2x)

g est dérivable car elle s’écrit sous la forme
d'une somme de deux compositions continues
de fonctions continues.

g' (x) ==y’ (x) + 2¢'(2x) = —p(x) + 2¢(2x)
—e X 2%
+

X 2x

La Question : 3) a)

Soit t > 0.la fonction h:x+— e™ est dérivable
sur R tout entier, I'usage du TAF est donc valable
sur n'importe quelle intervalle dans R .

En particulier sur [0, t]

{ h est continue sur [0, t]
h est dérivable sur 0, t[
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h(t) — h(0
Donc : Jce]0,t] ; M=h’(c)
t—0
O0<c<t
-t
= <e _1>=—e_c
t
O0<c<t = —-t<-c<0
= et<e®<1; Expo est /
= —1<—-e ‘< —et
e t—1 .
= —-1< < —e s t>0

t
La Question : 3) b)

Soit x et t deux nombres réels strictement positifs.

e t—1

t

_ f C e < f ” (e_tt‘

On a introduit I'intégrale sur cet encadrement
car la continuité est vérifié et x < 2x

=>—m?sLuG;>n—L”Gyhskﬂ?

= —x<gx) —In2<e?—¢e*

-1< <—et:t>0

1 2Xx
>dt < (e Hdt
X

- g(x) —In2 - e —e7¥

X X

= -1

;x>0

La Question: 3) c)

Calculons tout d'abord cette gentille limite :

e—Zx —e~X e X — eO
. € T T\ g (€ —€
xlir(r)l+ < X > xlir(r)l+(e ) ( x—0 )

= (e7)((e™))x=0)

= (e™)(=e™)
=-1
—In2 —2X _ ,—X
D'ou : _1Sg(x) 1 S(e ¢ )
X X
x> 0"
x>0t
-1
-1
—g(0
= lim <M>=—1ER
x—07t x—0

= g est dérivable a droite en 0

2015 R

Le Premier Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1) a)

V(x,y)eR?; xxy=x+y—e¥ +1
=y+x—e+1
=y*x

Donc * est commutative dans R.

La Question: 1) 1) b)

Soit a I’élément neutre da la loi * dans R ,
alors: a*x=x*a=x

= at+x—eP®+1=x; VxeR

= e¥ =a+x; VxeR

= In(e**) =In(a+x) ; VxeR

= ax =In(a+x) ; VxeR

= ax+0=0x+In(a+x) ; VxeR

{oubien a=0
oubien In(a+1) =0

= a=0eR
Donc I'élément neutre de la loi = est O

Remarque : j'ai UTi!isé le fait que deux polyndmes
(X#aixt) et (X8 bix') sont égaux si et seulement si
V(lSiSn);ai=bi

La Question : 1) 2)

L'équation 3 + x — e?* = 0 admet deux solutions
réelles différentes a et S.

3+a—e?*=0

S l34p—eb=g’ 7P
2+a—e**+1=0

@ .
24p—ebr1=0' *FF

- 2xa=ax2=0 .
2¢p=prx2=0" “FF

Dire que la loi * est associative dans R revient
démontrer, pour tout friplet (x,y,z) e R3, la chose
suivante : (xxy) xz=xx*(y*xz) (m).

Réfuter I'associativité revient donc a trouver un
triplet qui ne vérifie pas I'égalité (m) (un contre
exemple), il suffit de remarquer que le triplet (a, 2, B)
accomplira la fache avec rigueur.
d'unepart:ax2*p)=a*x0=a«a
etd'autrepart: (a*x2)*f =0« =
commea#palorsax2*B)+ (a*x2)*p

Donc c'est gagné.
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La Deuxieéme partie

La Question : 11) 1)

Rappel : En algebre lineéaire, un sous-espace

vectoriel d'un espace vectoriel E est une partie non

vide F de E stable par combinaisons linéaires.
Cette stabilité s'exprime par : la somme de deux
vecteurs de F appartient a F. et le produit d'un
vecteur par un scalaire appartient a F aussi.
Premierement, F est une partie non vide de
I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 &

coefficients réels M,(R) et 0 = (8 g) estun

élément de F. soient M(x,y) et M'(x’,y") deux
éléments de F et soit @« un nombre réel. Pour
simplifier, on pose M(x,y) =M et M'(x',y") =M’

x =2y x' =2y
aM+M’=a<J_/ x>+ y' )
2 5 X
ax +x' —2ay-—2y'
=lay ¥V ,
5 + > ax + x
(ax +x) —2(ay—y")
=| ay+y'
}’2 4 (ax + x")

=M(ax+x"; ay+y)eF
Ainsi : (V(M,M") e F?),(VaeR) ; (aM +M')€eF

Donc F est stable par les combinaisons linéaires
D'ou (F,+,") est un sous-espace vectoriel de
(MZ (R), +,')-

La Question : 11) 2)

D’abord F est une partie non-vide de M, (R)

puisqu’elle contient des matrices carrées

d’ordre 2 dont I'élément 0 = (8 g) fait partie.

Soient M = M(x,y) et M' = M'(x',y") deux
éléments de F.

x =2y x' =2y
MXM'=<}’ )X y'

2 5 *
xx' —yy' —2xy' —2x'y
=\ xy  x N
5 + > yy + xx
(xx" —yy) —2(xy" +x'y)
= "y +xy") , ,
# (xx" = yy")

=M(xx'—yy'; x'y+xy)eF

Ainsi: (VM,M'eF) ; MxM'e F .Donc F est stable
par la multiplication matricielle x .
C-0-d : F est stable dans (M, (R),X) .

La Question : I1) 3) a)

Etant donnée ¢ une application définie sur C*
a valeurs dans F qui, a tout complexe (x + iy),
associe la matrice M(x,y).

p: C — F
(x+iy) — M(x,y)

L'application ¢ est un homomorphisme si et
seulement si elle vérifie la chose suivante :
(Vz,2'€ C*) 5 @(zx2) =¢(2) xp(2)

Soient (x +iy) et (x' +iy") deux nombres
complexes non-nuls .

p((x+iy) x (x" +iy)) = o((xx" — yy") +i(xy’ + x'y))
= M((xx" —yy); (xy' +x'y))

Or, d’'apres le résultat de la question 2), On a vu
que M(x,y) x M'(x',y") = M(xx" —yy'; x'y + xy")

C-a-do(x+iy) X o' +iy) = M(x,y) X M'(x",y")
=MQxx' —yy'; x'y+xy)
=o((x +iy) x (x" + iy))

La Question : I1) 3) b)

Pour montrer que ¢(C*) = F*, il suffit de montrer
que I'application ¢ : C* — F* est une bijection.
Soit M(a, b) un élément de F* .

a

Donc M(a,b) = (g a > ; (a,b) # (0,0) .

2

L'équation ¢ (x + iy) = M(a, b) admet une solution

et une seule dans C* et c’est le nombre complexe
a+ib car @(x+iy)=M(a,b).

x =2y a -2b
2 2

{x=a¢0
y=b+#0

Ainsi ,On a montré la chose suivante :

(VM(a,b) e F)Y(3! (x+iy)eC") : o(x+iy)=M(ab).
D’ou ¢ est une bijection de C* a valeurs dans F* .
C-0-d: ¢o(C*) = F*.

La Question : Il) 3) c)

On a vu que I'application ¢ : (C*,x) +— (F*,x) est
un isomorphisme, Donc I'image du groupe (C*,x)
est le groupe (F*,X) .

En d’autres termes : ¢ (C*,x) = (F*,X)

ou encore (p(C*),x) = (F*,x) . C-a-d que (F*,x) est
un groupe qui hérite ses caractéristiques du groupe
(C*,x) . Comme (1 + 0i) est I'élément neutre du

groupe (C*,x) alors g(1 + 0i) = M(1,0) = (é (1)) =1

est I'élément neutre du groupe (F*,x) .
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Comme le symeétrique d’un élément (x + iy) dans

C* est ( =
x2+4y

' élément M(x,y) dans F* est (

~— i (x21y2)> Alors le symétrique de

x . —y)
x2+y2 ' x24y2) "

La Question : 1) 4)

Pour montrer que (F, +,x) est un corps commutatif,
il suffit de vérifier les assertions suivantes :

1) (F,+) est un groupe abélien d'élmnt neutre (0,0)
2) ((F\{M(0,0)}; x)) est un groupe.

3) la loi x est distributive par rapport & la loi + dans F
4) la loi x est commutative dans F.

(F,+) est un groupe commutatif puisque (F, +) est
un sous-groupe du groupe abélien (M, (R), +) .
Remarquer que F € M,(R) et F # @

et M(x,y) —M(x",y)=Mx—x"; y—y)eF

(F\{M(0,0)}; x) est un groupe abélien puisque c'est
(F*,x) qu'on a démontré dans 3)c) .

La loi x est distributive par rapport a la loi + dans
M,(R) Donc c'est la méme chose dans F puisque F
est une partie de M, (R).

La loi x est commutative dans F comme on I'avait
démontré dans 3)c) .

La conclusion : (F, +,%) est un corps commutatif.

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

Rappel : du petit Théoréme de Fermat :

Sip est un nombre premier et si a est un entier non
divisible par p, alors (a?~ — 1) est un multiple de p.
Autrement-dit, sous les mémes conditions sur a ; p,
on écrit 1 a?~! = 1[p].

{pe[P’

p-1 =
aAp=1 = a = 1[p]

13eP = a'? =1[13] ; d'aprés Fermat
— (al2)168 = 1168[13]
= a?%16 = 1[13]

La Question : 1) 2) a)

Onpose x A13 =6 .comme 13 est un nombre
premier alors : ou bien § = 1 ,0u bien§= 13 . carles
diviseurs de 13 sont {—13,—1,1,13} . pour montrer
que § = 1 il suffit de réfuterle cas 6 = 13 .Onle
suppose vrai, alors x A13 = 13 C-a-d que 13 divise x
D'ou I'existence d'un certain x dans Z tel que x = 13k

Comme x est solution de I'équation (E) Alors

x2015 = 2[13] . D'oU (13k)?°15 = 2[13] = (1) .

Or, 13 = 0[13] . Donc (13k)?°1> = 0[13] = (2).

Par transitivité du signe (=) , et en partant de (1) et
(2) on conclut que 2 = 0[13] . C-a-d que 13 divise 2
(contradiction) Donc la proposition § = 13 qu'on a
supposé étre vraie, a abouti & une contradiction

( 13 divise 2 ) . Ce qui signifie qu’elle est fausse,
Alors §# 13 . Ainsi xA13=46=1.

C-a-d que x et 13 sont premiers entre eux .

La Question: 1) 2) b)

Soit x une solution de I'équation (E) .
x est solution de (E) = xA13 =1, selonl)2)a)

= x2016 =1[13] (3) ; d'aprés)1)
x est solutionde (E) = x2°15 = 2[13]
= x-x2015 = 2x[13] = (4)
(3) et (4) = 2x=1[13]

_ { 2x = 1[13]
14 = 1[13] ; solution particuliéere

= 2x—14=0[13]

= 2(x—7)=0[13]

= (x—7) =0[13] ;d'apres Gauss
= x =7[13]

La Question : 1) 3)

Pour résoudre I'équation (E) dans Z , il suffit de
montrer I'équivalence suivante :

x est solutionde () & x=7+ 13k ;keZ.

Pour I'implication directe, si x est solution de (E),
alors d'apres la question 2)b) On a : x = 7[13]
d'oux =13k +7 ; keZ .Pourl'implication inverse,
on se sert de la compatibilité de la congruence
modulo avec la multiplication :

x=7+13k = x=7[13]

—  x2015 = 72015[13]
= x2015 = (73)671 x 72[13]
=  x2015 = (343)671 x 49 [13]
—  x2015 = 5671 10[13] car 2335518531
= x2015 = (52)335 x 51 % 10[13]
= x2015 = 25335 « 50[13]
25 = —1[13]
2015 = (_1)335
= x"P = (=1)*>° x 11[13] car 50 = 11[13]
= x

2015 = —11[13]
x2015 = 2[13]| car — 11 = 2[13]

U

D’ou I'implication suivante :

x=7+13k

P = x estsolutionde (E) dans Z

Finalement : I'ensemble des solutions de I'équation
(E) estdonnépar§ ={7+ 13k ; keZ}
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La Deuxiéme partie

La Question : 1) 1)

On tire au hasard une boule portante le chiffre n.
pour que n soit une solution de I'équation (E),

il suffit qu'il s’écrive sous la forme 7 + 13k avec k est
un entierrelatifet1 <n <50.

1<7+4+13k <50 et keZ
—6 <13k <43 et keZ

O <®B ke
13==713 ¢

046 <k <3,3 et keZ

k e[-0,46;3,3]NZ
ke{0;1;2;3}

(7 +13k) € {7;20;33 ;46 }

Loy II § 3

La Question : 11) 2)

On considere I'événement A défini comme suit :

A = " tirer une boule numéroté 7,20,33 ou 46"

Signalons que I'hypothese d’équiprobabilité est
bien vérifiée puisqu’'on a affaire a un tirage au
hasard d'une boule parmi cinquante autres toutes
card(4) _ Ci _ 4 _ 2
card(Q) ¢} 50 25
Rappel : soit A un événement, de probabilité p ,
dans une expérience aléatoire. Si A est répété
indépendamment n fois, alors la probabilité
correspondante a la vérification de A exactement
k fois est donnée par px = CX x p* x (1 — p)"** fin.
A est un événement de probabilité 22—5 .

Cet événement est répété trois fois.
Ainsi, la probabilité correspondante & I'obtention
de A exactement trois fois est donnée par :

ps = C2 X (p(A? X (1= p(A))*~? = 2%

identiques. D'ou p(4) =

Le Troisieme Exercice

La Question: 1)a) A= (1+i)%—-4(2+ 20
=142i—1-8-8i
=1—-6i—9
=12 = 2(1)(3i) + (3i)?
= (1 - 3i)?

La Question: 1) b)

D’aprés la question 1)a), On remarque que (1 — 3i)
est une racine carrée du déterminant A . Ainsi, les
solutions de I'équation (E) dans C seront donc

7, et z, définies comme suit :

CA+D-(1-3)

Z1 = 2
(1+10) + (1 - 30)
ZZ= 2 = —_

La Question: 1) c)
z 20 21+ .
z, 1-i (1-Da+0) °
= [A=ii-u=yFrr=v2
2

z -2 2
—1=ﬁ<7+‘7>

-8 o)
V2 (cos (7 - —) +isin (7 - %))
oo (3)+ 10 ()

.

:\/ze(él-

La Question : 2) a)

a: aff(A) =z et aff(B) =z

E est le milieu du segment [AB].

o affE) =@ j aff (B)
o e= zZ1+ 7,
==
2i+1-1
s e = >
11
= e= El + E
La Question : 2) b)
Rappel : Soit ' @9 Iéﬂ(’z)) :M('Z)')

une rotation dans le plan complexe .
rM) =M o (2'—2z,)=ef(z—2z,)

On a:A(zy),B(z,),E Gl + %) et C(c) et on considere
la rotation r dans le plan complexe définie par :
(aE) P) — P
M(z) — M'(z)

FE)=c o (o—2)=e2 (25 —2)

. (11
= (C—Zl)=—l(§l+§—21>
11
= C:2l+§—§l—2
3i 3

S =373
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La Question: 2) c)

z, —d c—2z
v (0572
c—d Zy — 73

. 3. -3 ,3. .
_ 1-i-1-5i y - toyi—2i
=5 1—-i—2i
2

-(Z5 ) (%1) % (13—+3ii)
)* (7750 (7531
- (7))
) .

(101)
X JR—
10

Il
—
mﬂ I

-

Rappel : soient A(z,) ,B(zg), C(z¢) et D(zp) quatre
points dans le plan complexe.

Si la quantité (ZC_ZA) X (ZB_ZD) est un nombre réel
ZB—ZA Zc—Zp

<arg<(§;:zzi) X (Z:Z)) = O[n]) , Alors, ou bien les 4

points sont colinéaires, Ou bien ils sont cocycliques .
Fin du rappel.

Z, —d c—z; 1
On a : ( )x( )=—6[R
c—d Zy — 71 2

{2 222)x (22 )= ot

arg (ZB — D) + arg (ZC — ZA) =0 [n]

Zc —Zp Zp — Zp
Zp — Zp Zp — Zy

arg = arg []
Zc — Zp Ze— 24

(57:55) = (4275) I

=

=

Si A, B et D sont colinéaires, alors 4B et AC le sont.
Donc (3keR) ; AB = kAC .

C-0-d: (zp —2z4) =k(z, —z,) .

C-a-d: (M) eR w (x)

ZC—ZA

Zp — 74 1—-i—2i 1-3i
o e\ 3, T\
2 T2 A 2 2

1-—3i 3—1i
==2(577)* (52

3+ 3—1i
_ 2(3—i—9i—3)
- 9+1

-1
= ?(—101) =2i€iR

Ce qui est en contradiction avec (x) .

D'ou A, B et C ne sont pas colinéaires .

de méme pour A, B et D. Ainsi, comme ces 4 points
ne sont pas colinéaires, alors ils sont cocycliques.

(v7:55) = (30 78) 1

Le Quatrieme Exercice

La Question: 1) a)

1
lim x) = lim
AR = I
B 1 B 1 _ 1 _q
1+e-73(+oo)_1+e-°°_1+0_
1
lim f,(x) = lim —_—
X——00 X——00 1+eT(x_n)
B 1 B 1 _ 1 _ 0
1+e_73(—oo)_1+€+00 1+

La Question: 1) b)

Ona '2—3(x —n) est dérivable sur R tout entier, car
-3

c'est une fonction affine. Donc ez
dérivable sur R fout entier car c'est une
composition de deux fonctions dérivables sur R

-3
et eRCR .d'oU 1+e2%*™ estdérivable sur R

. 1 ;. ,
Ainsi ——=—— est dérivable sur R comme étant
1+e2Z2 * 1
I'inverse d'une fonction dérivable qui ne s’annule
pas sur R (foujours positive) . Soit x e R :

B (e?(x—n)) ~ <_T3 6_73(3(—71))
fax) = = 7 = - 2
(1 + eT(x_n)> (1 + eT(x_n)>

3 e%g'(x—n)

=1 o5t qussi

-3 2
(1 + eT(x_”))
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La Question: 1) c)

3 e%g(x—n)

-3 2
(1 + eT(x_n)>

f(x) est une quantité positive sur R comme étant
une quotient de deux quantités strictement
positives. Ainsi : (VxeR)(VneN*) ; f,(x) >0

D'ou f, est strictement croissante sur R .

Ona : (VxeR) ; f,(x) =

La Question : 2) a)

Rappel : Soit Dy le domaine de définition d'une
fonction réelle f et soit A(a, B) un point dans le plan
réel . On dit que (€;) est symétrique par rapport & A
si les deux assertions suivantes sont vérifiées :
(VxeDf) ; (@+x)eDf et (a—x)e€Dy

(VxeDf) ; fla—x) = f(a+x)
On a f,,est définie sur R tout entier alors on aura
toujours (n—x) e R et (n+ x) e R & partir du
moment ou x appartient & R quelquesoit n dans N .
soit n e N*

Fin du rappel.

1 1
fah=x) + fu(n+x) = =3 =3
1+ eT(n—x—n) 1+ eT(n+x—n)
1 1
BN
1+e2” 1+e2

3y 3%
<1+e2 )+<1+e2>

3 -3
(1+62x)(1+€2x)

B, 3
2+e2" +e2

B, 3
2+e2" +e2

Ainsi f,(n —x) + f,(n+x) =2 % % Donc la courbe
representant f dans un repere orthonormé (0,1,7)
est symeftrique par rapport a I, (n, %)

La Question : 2) b)

La représentation graphique de la courbe (¢;)
representant la fonction + dans un repere

1+e2 *71

orthonormé (0,1,)).

Yy

5 (64
] /4_(—40
1

2

o i *

~

(C,
Cs)

La Question : 2) c)

Soit A I'aire définie par I'intersection de la courbe
(€,) et les droites d’équations:x =0,x=1et y=0
A= follfl(x)l dx = fol fi(x) dx car f; est positive sur
[0,1] . par un procédé de changement de

-3
variables, on pose = ez *™ V) ;

& (e} - Peder X
dx 2

Ainsi : dx = (—

On a aussi :

_—Zf(l)dtﬁf( )
3 )3\t 3J3\1+¢

2 2
= —[In|t|]*s + = [In|t + 1]]%:

3 ez 3 ez
—_2< 3)+2(1 21 (1+ %))
E 2) T3\heT it Te

" 1( 2 )
= —In
3 1+e

~ 0,327

N

N W

La Question : 3) a)

Soit g, la fonction définie dans R & valeurs dans R
qui, a tout nombre réel x, associe son image
(fu(x) —x) .
gn * R — R
x = folx) —x

gn(x) est continue et est dérivable sur R
car f,(x) et x le sont.
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3 e%S(X—n)

Gh@ = i) —1=—E— -1
<1+87(x_n))

-3 -3 2
%eT(x_n) — (1 + eT(x_n)>
- 2
(1 + e;(x_n))
% o2 _ 1 _ 9, ) _ =3(x-m)

-3 2
(1 + eT(x_n))

-~ (%e_?g(x‘”) +1+ e‘3(x‘"))
- <0

-3 2
(1 + eT(x_n))

Donc : (VxeR) ; g5,(x) < 0d'ou g, est strictement
décroissante sur R . Alors comme g,, est confinue et
elle est strictement décroissante sur R alors c'est
une bijection de R dans R.

gn(l=o0,+0]) = | lim g,(x) ; lim_gn(x)| = R

En réalité, g, est une bijection de n’'importe quel
intervalle I ¢ R & valeurs dans g, (I).

Onpose I=]0,n[c R, Alors g, : 10,n[ — g,(]0,n[)
est une bijection.

92(0,nD = | lim g,(x) ; lim, g, ()|

1 1
=5 3n

1+e2

c-o-d g, : ]10,n[ — E— n; ;ﬂ[ est une bijection .
1+e 2

Et d’apres la définition d’une bijection on conclut

que :

(Vye

En particulier, poury =0 ( car %— n<0< —13_n )
14+e2

1 1
2

3n

1+e2

>,(3! up €10,n) : go(uy,) =y

. . 1 1
Onécrit:0e ]——n ; —m[
2 1+e 2

= (3 Un €]o,n[) : gn(un) =0
= (Fuyelon) : frlup) —u, =0
= (Fuyelon]) : frluy) =u,

C'est I'élégance qui m'a conduit & répondre ainsi.
Sinon, si vous aimeriez étre typique, vous pouvez
répondre comme suit : On pose g, (x) = fp(x) — n..
la fonction g,, est continue sur ]0,n[ il est trop facile
de démontrer que g,(0) x g,,(n) < 0 Donc d'apres
le TVIon écrit: 3u, e]0,n[ ; g,(u,) =0

comme g, est continue et est strictement
décroissante (g;,(x) < 0) Alors u,, est unique

( gn bijective ) .D'ou: 3l u, €]0,n[ ; fr(u,) = uy

La Question: 3) b)

-1<0 = x—n—-1<x—n
_3( D>
:) —_— J— J— — J—
5 (x—n ) 5 (x —n)
6%3(x—n—1) > e?(x—n)

1+ 6_73("_“_1) >1+ 6_73(96_")
1 1

U

1+ e_73(x_n_1) 1+ e_T3(x_n)

= fu1 (@) < f(x)

La Question: 3) c)

neN*" = u,<n
= foluy) < f,(n) ; car f,est 7

1 fo(uy) = uy
= u, <= ; car 1
" 2 fn(n) = E
1
0< Uy < E
= 1
= (un+1 - un) <1
= Upp — 1< uy,
= Upp—1-—n<u,—n
-3 -3
= 7(un+1 ¢! +n)) >7(un —n)
o e (nn—(m) o S
1 1
=

1+ e_Ts(un+1_(1+n)) 14 e?(un_n)

= fo+1Wns1) < fn(uy)

fr+1(Unt1) = Unyr

= Upyq <U, ; car £ () = u
n n’/ — “Yn

D'oU: (VneN*) ; upyq1 <u, C-0-d (Uy)nen €5T UNE

suite strictement décroissante et comme elle est
. , 1

minorée par 0 ( car (VneN*) ; 0 <u, < > ).

Alors elle est convergente.

La Question: 3) d)

On part du fait que £, (u,) = u,
C-o-d: = u, . par passage aux limites,

-3
1+ez Un~™

on retrouve bien :

1
lim| ————— | = lim(u,,)
() -t

1
=1

l—o0) -

—t
_3(
1+e2
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= —=1
= 0=1
D'ou finalement :

lim(u,) =0
noo

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1)

On demontre la parité de la fonction g a I'aide
d'un procédé de changement de variable.

g(=x) = f_ ;3x (%St) dt

On pose : l=—t = dt=—dl
cost cos(—l) cosl —cosl
t -1 =l 1
t=—x & l=x
t=-3x & [=3x

o) = f_jx <&:t) e f:x <_ clos l) (—d)
3% rcos
- f ()t =90

3% rcost
_ f (—) dt
x t

=g

Sivous n'étes pas dérrangés
" tetlsont deux variables muettes

Comme g(—x) = g(x); VxeR* Alors g est une
fonction paire sur R* : C-a-d la courbe (C;) est
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

La Question : 2)

Soit ¢ la fonction définie sur 10, +oo[ par ¢(x) = CotSt

et soit a un élément de 10, + ] . la fonction ¢ est
bien définie et est continue sur ]0, +oo[ comme
étant quotient de deux fonctions toutes continues
sur 10, +oo[. Donc ¢ admet des primitives sur |0, +oo] .
En particulier, ¢ admet une primitive i sur ]0, +oo[
qui s'annule en a et qui est définie comme suit :

{w(x) = [; (=) at

) la fonction ¥ est dérivables et
Y(a) =0

admet ¢ comme dérivée sur 0, +oof .
C-a-d:yY'(x) =2 =p(x); Vx>0.

X

d t
ou encore : —(fx (COS )dt) ===
dt \“a t X

Et voici un récapitulatif :

3% rcost
s [
X t
@ cost 3% rcost
= | () | ()
X t a t
X rcost 3% rcost
=—f (—)dt+f ( )dt
a t a t

= —(x) +¥(3x)
=Y (3x) —P(x)

Y est dérivable sur [0, +oo[ , Donc ¥ (3x) est
dérivable sur ]0, +oo[ comme étant la composée
de deux fonctions toutes définies et dérivables sur
10, +o[ . Donc x — (3x) — Y (x) est dérivable
comme étant différence de deux fonctions
dérivables sur ]0, +oo] .

Ainsi : g'(x) = (Y(3x) — EU(X))’
=3x-¢Y'(3x) —¢Y'(x)
=3x-9(3x) —p(x)

cos 3x

CoSs X

3x X

= 3x

La Question: 3) a)

Soit x un élément de 10, + o],

3% rcost 3x 1
glx) = f (—) dt = f cost — |dt
x vt < \vn/\ &

u(t)

~

3x
= [u(t) x v(t)]3* — f u' () X v(t) dt

sin t13¥ 3% _sint
P
t I, ), ¢t

sin(3x) sinx 3%sint
- _Snx f L
X

3x x t2

sin(3x) — 3sinx 3%sint
= + f TR dt
X

3x
La Question: 3) b)

Soit x un élément de 10,0 On a : |sint]| <1 w (1)

Aussi: x<t = x2<t? = —<— w (2)
t X
sint 1
WOxQ) = |—/—|<=
X

3% sint 3% 1
=>J —dtSJ (—Z)dt
X t X X
3% sint 1\ (3
o [ e = (L) [T
X t X X

3% sint 1
:f —dts(—>(3x—x)
X

3% 1sint 2
= —|dt < -—
. X
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Récapitulatif :

3% rcost
J ( )dt
x t

<sin(3x) — 3sin x) 3Xsint
= + J‘ 2 dt
3x . t

lg()| =

— 2

3%sint
+ _Zdt
t
x

sint

tZ

sin3x sinx 3%sint
= +
3x X x

a

sin x

IA

sin 3x‘
3x

1 1 3x
—|+ [ +
3x| ‘x‘ fx
1 1 2
<—4+—-—+-
3x x x
10
— 3x

X

IA

dt

D'oU: (Yx>0); lg(0)l <5
;g <=
comme : g\xX)| = 3x

Al -o<|()|<(10)
ors = 0<lg(Il =37

x> +00
X% 4+
0
) (—10) < 1g(0)] < (10)
ou encore : 3 ) S g < 3x
x;%—i—oo x§;+00
0 0
D'ou: lim g(x) =0
X—+00

La Question : 4) a)

D'unepart:cost<1 = 1—-cost=>0

1—cost
t

=

x<t<3x

>0 ; car|
x>0

3x /1 —cost
= (1):J (f)dtzo; car 0 < x < 3x
X

D’'autre part :

1—cost

1—costst = <1; cart=2x>0

3¥ /11 —cost 3x
= J (—)dtSJ 1dt
X t X

1-cost

Car x < 3x et la fonction ( ) est continue sur 10, +oo[

3%¥ 11 —cost
[ g
X t

3x 11 —cost
Det(2) = (Vx>0); Osf (f)dtSZx

La Question : 4) b)

3x _ 3x 3x

[ = [ [ (G
= g(x) — [In]¢]]3
=g(x)—(Un3x—Inx); x+#0
=gx) —ln(i—x> ; x#0
=g(x)—1In3

La Question : 4) c)

2x /1 —cost
(Vx> 0) ; OSf (f)dtSZx
b
x> 0" xR 07
0 0
_ 2x /1 —cost
Donc : lim f (—)dt =0
x—0t X t
o 2x rcost — 1
Aussi : lim f (—)dt =0
x—07t x t
3% rcost — 1
comme : g(x)—1n3=f <f)dt
X

Alors : lim (g(x) —In3) = li Fx(COSt_l)dt
ors gl =) = AL [

C—a—d : lim(g(x)—In3)=0
x—-0%

Ou encore :

xlir(r)1+ g(x) =In3
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2016 N

Le Premier Exercice

La Question: 1)

Tout d’abord, E est une partie non-vide de M5(R)
puisque c'est I'ensemble des maftrices carrées
d’ordre 3 qui s'écrivent sous la forme

M(x,y)et M(0,0)=0¢€E.

soient (x,y) et (a,b) deux éléments de E :

x+y—a—-b 0 -2y +2b
M(x,y)—M(a,b)z( 0 0 0 )
y—>b 0 x—y—a+b

_ o (x—a)eR

=M(x—a;y—b)eE car (y—b) eR

D'ou: (E,+) estunsous-groupe de (M5(R),+) .

La Question : 2)

MQx,y) x M(x',y") =

x+y 0 =2y x'+y 0 =2y
=< 0 0 0 )X( 0 0 0 )
0

!

y 0 x-y y x' =y
<(x +E +y)=2yy 0 =2y'(x+y)—2y(x' - y’))
= 0 0 0
yx' +y)+y'(x—y) 0 =2yy' +x-y)x -y
(xx' —yy) + (xy' +yx) 0 —2(xy" + yx")
= 0 0 0
(xy" + yx") 0 (xx'—yy)—(xy" +yx)
=Muxx' —yy'; xy'+yx')eE ; car xx' —yy'eR
- yy ) y y ) xyl + yxle ]R

La Question : 3) a)

Soientz =x+ iy etz = z' + iy’ deux éléments de C*
et soit ¢ I'application suivante :

p: (C,x) — (EX)
z=x+iy — @(z) =M(x,y)

@z xz) = p((x +iy)(x' +iy"))
= ((ex' —yy") + ilxy’ +yx7)
=Mxx"—yy'; xy' +yx)
=M(x,y) x M(x',y") ; d'aprés 2)
= ¢(2) X p(2)

Ainsi @ est 1 homomorphisme de (C*,x) dans (E,X)

La Question: 3) b)

Soit M(a, b) un élément de E* .

I'équation ¢(x +iy) = M(a,b) admet une seule

solution x +iy =a+ib Donc:

(VM(a,b) e E"),(A! (x+iy)eC’): o(x+iy) =M(a,b)

c-a-d que ¢ est une bijection de C* dans E* .
Déslors: @(C) =E* .

comme ¢ est un homomorphisme de C* dans E

et comme (C*,x) est un groupe commutatif,

alors la structure algébrique de (C*,x) sera

fransmise vers (E*,x) via I'application ¢.

(€*,x) groupe commutatif = (E*,x) Aussi .
(1+i0) estl'élément neutre de (C*,x) =
@(1+4i0) = M(1,0) estl'élément neutre pour (E*,x)

La Question : 4)

(E, +,x) est un groupe commutatif car :

(E,+) est un groupe

(E*,X) est un groupe commutatif
X est distributive par rapport a +
X est commutatif dans E

car :

La distributivité de x par rapport a + :

M(a,b) X (M(x, y) + M(x’,y'))
=M(a,b)xMx+x"; y+y")
=M(a(x+x")=b(y+y); aly+y)+b(x+x'))
= M(ax + ax' —by —by'; ay+ay' + bx + bx")

M(a,b) X M(x,y) + M(a,b) X M(x',y")
= M(ax — by ; ay+ bx)+ M(ax' —by'; ay' + bx')
= M(ax — by +ax' —by'; ay+ bx + ay’ + bx")

Donc la distributivité a gauche est vérifiée.
Méme procédé pour la distributivité & droite.
Pour la commutativité de x dans E :

M(x,y) X M(x",y") = M(xx" —yy'; xy' + yx")
=Mxx"—yy'; y'x+x'y)
=M(x',y") x M(x,y)

La Question : 5) a)

0

AXM(x,y) = <O
0

0
=10
0

cococ or o
oo
N——
I
S
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La Question : 5) b)

Soient M(x,y) une matrice de E et M(x’,y") son
symetrique dans E.

M@, y) x M(x',y") = M(x",y) X M(x,y) =1
M(x,y) X M(x',y") =1 car X est commutative
AXM,y) X Mx',y)=AxI=A
OxXxMx',y)=A

0=4

0=1; c'estabsurde

A 1 A

Donc M(x,y) n'est pas inversible ( n'admet pas de
symetrique )

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

173/(a® + b3®) = (a® + b3) = 0[173]
= a3 =-b3[173]
= (a®)°7 = (-b3)57[173]
= a7t = —p171[173]

La Question : 1) 2)

173/a < 173/a% ; 173 € P
& a3 =0[173]

& (a®+b3) =a3[173] car b® = a3[173]

& b3 =0[173]

& 173/b3

< 173/b; car 173 € P

La Question: 1) 3)

173/a = 173/b ; d'apres 2)

173/a
173/b

= 173 divise toute combinaison linéaire ena et b
= 173/(a+ b)

La Question : 1) 4) a)

Rappel du Théoreme de Fermat :

pelP

p-1 —
ahNp =1 = a = 1]

Comme 173 ne divise pas le nombre a, alors 173
ne divise pas b a cause de I'équivalence de la
question 2) . 173/a < 173/b

173 Aa =1
3abs]
. R = 1[173]
Ainsi d'apres Fermat : {a [
nst aap al72 = 1[173]
D'oU: al7? = bh173[173]

On peut Donc écrire :

La Question: 1) 4) b)

{a171 = —p171[173] {a(a”l) = —a(b'"H)[173]
a'’? = p'72[173] a'’? = b'72[173]

_ { a'’? = —a(b'"1)[173]
a'’? = b17%[173]

= b2 = —a(b'"V)[173] ; la transitivité
= 173/b¥"*(a + b)
= b'I(a+b) =0[173]

La Question: 1) 4) ¢)

173Ab=1 = 173AbV1 =1
173/b'"1(a + b)

= 173/(a+b) ; car ,
c'est Gauss

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1)

(x,y) est solution de (E) = x3+y3=173(xy+1)
(x+y)(x?—xy+y?) =173(xy + 1)
173k((x —y)? + xy) = 173(xy + 1)
k(x —y)?+ kxy =xy+1

k(x—y)?+ (k—-1xy=1

U

La Question : 1) 2)

oubien k=1

keN' = k=1 = |oubienk>1

Sik>1 = (k—1)>0
et(k—1xy>0

et k(x—y)2>1; x#y
= k(x—y)?+k—-1Dxy>1

= 1>1; c'estabsurde

= k=1; c'estlecasrestant

{x+y=173><1

= M-y +(1-Day =1
x+y=173
= {<x—y>2=1
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ou bien {X+y= 173
N x—-y=1
. {x+y=173
ou bien
x—y=-1

{ou bien (x,y) = (87,86)
ou bien (x,y) = (86,87)

soit § I'ensemble des solutions de I'équation (E)
dans N2* | Le résultat est :

ou bien (x,y) = (87,86)

y)es = { ou bien (x,y) = (86,87)

873 + 863 = 1294559

Inversement :
173(87 x 86 + 1) = 1294559

Ainsi : 873 + 863 = 173(87 x 86 + 1) .
C-d-d que : (87,86) €S et (86,87) €S

La conclusion: § = {(87,86) ; (86,87)}

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

2 2717,
Z1—ZXZ_2_ 1 z,+2 X(Z—2>
Zy—Z 74 2217 Z
zZ1+ 2,

z1(zy + z3) — 2292, 7,

Czy(z + 25) — 2212, 7

Z1 Z1+2Zy — 22, 27,
_Z zl+zz—221XZ
Z1+ 2y — 22,

oz 2z, — 2274

Z1 — Z3

Zp — 74

=-1
La Question: 1) b)

Z1 —Z Z Z —Z Z — Z,
L ><—2=—1<:><M1 M>x<M2 0>:—16R

ZM, — ZM Zm, — 20

{ ou bien M, M;, M, et O sont colinéaires
ou bien M, M, M, et O sont cocycliques

0, M, et M, Sont supposés différents deux d deux
dans I'énoncé . Alors M, M;, M, et O ne peuvent éfre
colinéaires. D'ou les 4 points sont cocycliques .
Autrement-dit : M appartient au cercle circonscrit
au friangle OM{ M,

(¥, MMty ) = (OM;BMl) [7]

La Question : 2)

- 25,7, 247

Zy = Zq

T n+7 L+4
2712, 2|zy|?

= = €
Z;+ 2z, 2%Re(zy)

- (22122>
= Z=
Z1 + z,

R

= zeR

= M e (l'axeréelle)

La Question : 3) a)

Soit r la rotation définie comme suit :

r@,a) : (P) — (P)
M(z) — M'(Z)

rMy) =M, < (ZMZ —2p) = ei"‘(zM1 —2p)

&z, =e%z

La Question : 3) b)

. —Z Zy Zn—zZ —z
X—=-1 & =—
Z,—Z 7y Z,—Z 7y
Z1—Z -z -1z .
= 1 = 1 = . 1 = |e_la| =1
Zy —Z Zy el -z,
Z,—Z
= E =1
Zz —Z
= |z —z| =2, — 7|
— MM1 = MM2
= M € la médiatrice de [M;M,]
La Question: 4) a)
— (e +1)
z, et z, sont - Z1+2; = 6
solutions de (G) elf —1
217y =
122 6
22,2, 2(e"? —1)
= z= = —
Z1 + 7, el +1
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La Question: 4) b) La Question: 1) 2) b)
Rappel des formules d’Euler : B<x = el <er o 5  px
ix _ iy Ca (XYY i) 1—e™*
e* —e =2151n( 5 )e 2 o oy cex_q. |vecl—eT*>0
— X+ !
eix+eiy=2cos(x :V)ez(%) carx >0
2 = x+1<e*
ei@ -1 eiG _ eiO .
z=2 <m> =2 <m> La Question : I) 2) C)
(640
2isin (9 ; 0) el(T) 0<8<x = e%<e? <eX;Expest continueet 7
=2
2cos( > ) l<2) = 1 — o= e
N X x
=2i-tan(z)-el(2 2) = 1n1<1n(1_e_x)<1n(e )
(E) 0 ' In est continue sur R} est 7
= 2e\Z/ tan (E) -et0
9 (in) La Deuxiéme partie
= 2tan (E) -e\2
N La Question : 11) 1) a)
=[2un(3): 3]
lim (o) = i (xex) i (xex)
- - 1m X) = llm = lim
Le Quatrieme Exercice x>0 x>0t \e* =1/ xoot\e¥ — 1
e* lim e*
HP- H = lim = x>0
La Premieéere partie xo0t [e* — 0 _ X — g0
(=7) Jm(%=0)
x-0t \ X 0
La Question: 1) 1) 20 20 =
T ©@m €
La fonction ¢ :t — et est dérivable sur R tout
entier comme étant la composée de deux Donc f est continue & droite en 0.
fonctions dérivables bien définies sur R (e ® € R) .
On peut ainsi appliquer le TAF sur n'importe quel La Question : 11) 1) b)
intfervalle I inclus dans R . Soit x un réel strictement
positif : .
xe
lim (f(x) —x) = lim ( —x>
@ est continue sur [0,x] X+ xoteo\e¥ — 1
@ est dérivable sur 10, x| ( X ) 1
x)—@(0 = lim =lm|[|——]=0
= 360€]0,x[; <M>=(p’(9) x—>+o0 \e¥ — 1 x—+oo| €X 1
-0 X X
—x
— 0<0<x ; <e 1) = —¢ " Donc la droite (A) : y = x est une asymptote pour
x (¢;) au voisinage de +oo
X
=>O<9<x;( _x)269
1-e La Question : 1I) 2) a)
La Question : 1) 2) a) Soient t >0 et x>0.
= 1—-t<et; daprés )2)a
0>0 = e?!>1 = —>1 pres 1)2)a)
1 —e X X X
~ = f(l—t)dt<f(e‘t)dt
= x>1—-e*>0; carx>0 0 0
J'ai le droit d’introduire I'intégrale fox dt car ces
deux quantités sont intégrables ( la continuité est
vérifiée ). L'orde n'a pas changé a cause de 0 < x
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tz
= [t—? < —[e7*]§

X2
= <x—7><—e_x+1 ; (1)

De méme, Soient t >0 et x > 0.

= o<m(2) ; dapres 2
n\—x—q); dapres )2)c)

ln(ﬁ)

= el<e \e¥-1

xe*

e —1
x-e
x

1—e™*

= 1<

X

= 1<

= 1<

On multiplie les deux cotés de cette inegalité par
le nombre positif (1 —e™) , il est positif carx >0 .

= (1l-e¥<x

= (2): —e*+1<x ; joliment

2
X
Det(2) = Vx>0; x—7<—e_x+1<x

2

Pour x=0,0na:x->=—e*+1=x=0 (m)

On écrit finalement ;

2
X
(Vx =0) ; x—7s—e"‘+1Sx (m)

La Question : 1) 2) b)

a-t-On le droit d'intégrer la formule m ?

Oui, effectivement, On a le droit de le faire car les
trois quantités sont des fonctions continues sur R
tout entier . Et x > 0 gardera le sens de |'ordre

inchangeable . ,

X
(m) = x—ES—e_x+1Sx

t X2 t t
= _[ x—— dx<] (—e‘x+1)dx<fxdx
0 2 0 0

t

x? x3 x? ‘
—3 _——— e
[2 3 + cte > + cte]o

<[e™*+x+cte]lf <
0

t? 3 t?
_ -t _ _ .
<2 6><(e +t 1)<<2> ; t>0

Cette inégalité reste vraie pour t=0.
Donc finalement on écrit :

2 t3

_ t?
(Vt=0) : <?—€><(e t+t—1)<(?>

La Question : Il) 3) a)

Soit x >0:
xe* 1
f)—1 \eX—1)" + xe*—e*+1
x B x ox(e*=1)
1 1
x(1_24_ 2
:xe (1 x+xex)
x(e*—1)

B xe* xe* —e*+1
T \eXx—1 x2e*
_ xe* e* x—1+e™™
T \ler—1 ex x2
x—1+e™*
2

)f(x)

La Question : Il) 3) b)

—1 —14e®
i () = i (e

. x—1+e™* )
=i (T i e
1 1
= —X = —
2 2

1 1
2 2
— i e +x—1\ 1
er(I)‘l’r x2 )
x)—1 1
Ainsi @ lim (L) ==
x—0+ x 2
: (f(x)—f(0)>_1
S lim | ———— | ==
x-0+ x—0 2
f est dérivable a droite
= 1
en0 et fy(0) = 3
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(Cf) admet la demi — droite (A)

1
de coef ficient directeur 5 comme

tangente a droite en (0,1)

1
@) ¢ y=5x+f(0)

La Question : 11) 4) a)

Comme x +— xe* est dérivable sur 0, +oo[ comme
étant produit de deux fonctions dérivables. Aussi la
fonction x — e* — 1 est dérivable sur ]0, + o[
comme étant somme ( différence de deux
fonctions dérivables ) etvx >0 ; e*X—1#0.

Alors f est dérivable sur 10, + [ comme etant
quotient de deux fonctions dérivables sur |0, +oo .
soit x € ]0, 4+ oo[ :

xe*
per=(22)

_(e*+xeM)(e* —1) — (e*)xe”

' _ (xe®)'(e* = 1) — (e* — 1)'xe*
- (ex —1)?

(e —1)?
_e*(1+x)(e* —1) —xe?
B (e* —1)?
_ ex((l +x)(e*—1)— xex)
- (ex —1)?
_e*(xe* —x+e* —1—xe”)
- (e —1)?
_e*(e*—1-x)
"o

La Question : 1) 4) b)

(e* —1)2 >0 ; toujours

Ona:|e*>0; toujours
e*>14+x; I)2)b)
' e*(e*—1—x)
Donc : W>O ; Vx>0
C—a—d : f'(x)>0 ; Vx>0

C—a—d fest 7sur]0,+oo[ ainsi sur [0, +oo[

La Troisieéme partie

La Question : I11) 1)

Soit la proposition P(n) : u, > 0.
Pourn =0, on a uy, > 0. donc I'instance P(0) est
vraie. Soit neN et on suppose que P(n) est vraie .

P(n) est vraie = u, >0
= f(up) > f(0) ; fest 7[0,+oo[
= fu) >1
= In(f(u,)) >1Inl ; In est 7]0,+[
= Uy, >0

= P(n+1) est vraie

P(0) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN

Alors: (vneN) : u, >0

Ainsi on a trouvé : {

La Question : 1Il) 2)

N2)c) = 0<In(f(x))<x; Vx>0
= 0< ln(f(un)) <u, ; caru, >0
= 0<uys <u, ; vneN
= (Up)neny €St strictement \

= (Up)ney COnverge car minorée par 0

La Question : 11l) 3)

f est une fonction définie sur [0, +oo] .
Onad'apres )2)c) : (Vx> 0) ; In(f(x)) < x .
Autrement-dit : vV x € |0, +oo[ ; In(f(x)) # x .

Mais In(f(0)) =In1 = 0. Donc la seule solution de
I'équation In(f (x)) = x est 0 dans I'ensemble

10, +o[ U {0} = [0, +oo[ . C-O-d dans [0, +o].

Rappel : Soit f une fonction numeérique continue
surunintervalle I de Rtelque f(I) c I

Et soit (uy), une suite récurrente définie par
Upsr = f(uy) , avecugel .
Sila suite (u,), converge vers la limite ,
Alors f(I) =1.

Onpose Vxe[0,+[ ; @(x)=In(f(x)).
@ est continue sur [0, +oo[ car c'est une
composition de deux fonctions continues

(f et In). Et £([0,+00[) = [1,400].

Onaaussi ([0,4[) =In([1,+[) = [0, +oo] .
Comme (u,), est convergente vers [ alors d'apres
le rappel, la limite [ vérifie (1) = L.

C-a-d:In(f(D)) =1.d'oU 1 =0 = lim,e,(uy,)

etlel

How Dot po IT ?
| WANT TO DO \T
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Le Cinquieme Exercice

La Question : 1) a)

On pose Y(x) =

; Vx>0

1
Vo -1

Y est une fonction continue sur 0, +o[ comme
étant une composition bien définie de trois
fonctions continues.

Onremarqgque que (Vx> 0) ; Y(x)>0.

Donc le signe de I'intégrale [ % (t) dt depend de

I'ordre entre In2 et x.Si x<In2 = [* ()dt <0.

Six>In2 = [* (t)dt>0

La Question: 1) b)

Rappel : Si f est continue surl et ael .

Alors f admet des primitives sur . En particulier f
admet une primitive ¢ qui s'annule en 0 et qui
vérifie - {Vxe[ ;e(x) = f;f(t) dt et p(a) =0 .
vxel ; ¢'(x) = f(x)

On a y est continue sur ]0,+oo[ etIn2 € ]0, +oo[
Alors ¥ admet une primitive F qui s’annule en In 2

vx>0; F(x)= [ y(t)dt et F(In2) =0
Vx>0 ; F'(x) =) '
Donc F est dérivable sur ]0, +oo] .

Et vx>0; F'(x) =

Avec :

1
VeX—1 "'

La Question: 1) c)

Vx>0 ; F'(x) =¢y() = >0

1
ve* —1
D’'ou F est strictement croissante sur 10, +oo] .

La Question : 2) a)

On pose u =+e* —1.la fonction u(t) est dérivable
sur ]0, +oo[ comme composée de deux fonctions
continues .

, du et u +1
dt Zﬂet 2Uu
dt ( 2u )d
= =
u?+1 U

t=n2 < u=1

t=x © u=+ve*—-1
1 1
) =—
et—1 u

u=+ve*—-1

L'intégrale devient alors :

[L=e-] Q) Fr)
=2f (u2+1)

= 2[arctanu]}® 1

= Z(arctan(\/ex — 1) — arctan(l))
=2 (arctan(\/ex — 1) — %)
=2 arctan(\/ex — 1) —g

VeX—1

La Question : 2) b)
xll,rgl F(x) = llm (2 arctan(VeX — 1) — _)
= (2 arctan (\/ﬁ) - E)

2

= (2 arctan(0) — g)

—2x0-—2
B 2
—TT

2

lim F(x) = 11m (2 arctan(VeX — 1) — —)

X—+00

T

=2 lim arctant | ——

t—+0o 2
t=veX-1

La Question : 3) a)

F est une bijection de 10, +o[ dans F(]0,+[ ) car F
est continue et est strictement croissante sur ]0, +oo[

F 10,400 +— F(0,+oo[)

x 1
X — ( )dt
In2 Vet—l

Fua+aﬂ)=ngF@0:;H;F@ﬂ=4%?€{
F : ]0,+0o[ — ]_nn

x 1
X — ( )dt
In2 Wet —1
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La Question: 3) b)

—T
272

T
X — Zarctan(\/ex— 1)—5

F : 10,400 +— ]

F est une bijection Alors :

(vve |5 30) @relo+eD) : vy =7

(soitye ]Tn,g[)(alors Alx€]0,+o[) : y=f(x)

S y=2 arctan(\/ex - 1) —g

= (g + %) = arctan(\/ex — 1)

= tan(%+%)=ex—1

tan (%) + tan (%)

= 1—tan(32—/)-tan(%)=ex_1

tan(x)+1 .

—\2)  — _ x_

= 1 —tan (%) ) !

Yy _ Y
- (Feg) =)

2 2
= 2 =e*
1—tan (%)

< In W = In(e™)

LA
< In(2) —1In (1 — tan (E)) =x
Remarque : il est trop facile de montrer que :

In(2) —In (1 - tan (%)) >0

Finalement :

P S

y — In2 —1n<1—tan(g)>

| — 10,+ef

2016 R

Le Premier Exercice

La Question: 1)

cardR,) C; 1

p(Ry) = card(Q) ¢ 2

card(B,) C; 1

PB) = ra@) i~ 2

La Question : 2) a)

Ci
p(By/Ry) = C_71 = Z
La Question : 2) b)
Ci
p(By/By) = C—61 =3

La Question : 3)

p(By) = p(Ry N By) + p(By N By)
1 4 1 2 13
= — X —_—
3 21

2%773

La Question : 4)

8
p(Ry) =1—-p(By) = 71
= p(Ry) X p(By/Ry) + p(By) X p(By/By)

Résumé :

7N

- 3 { RV )

TN N4

[ Ry ) -

1 N 7N\

= = | By

7 N

TN

i - 1~ Ry

2 “/B N 3

N (B

3 \Y
Rien| | On tire On tire Fin
n'est de de de
fait | | I'urne U 'urne V I'exp
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Le Deuxieme Exercice

La Question: 1)

(E,*) est un groupe commutatif car :

+ est une loi de composition interne dans E
* est associative dans E

M(0) est I'élément neutre dans E

Le symétrique de M(z) est M(—z) dans E

* est commutative dans E

Je vous laisse le soin de vérifier ces assertions.

La Question : 2) a)

Il est tres facile de montrer, a I'aide d'un simple
calcul matriciel, que :
V(2,2)eC* ; pzxz)=¢(2)x o)

La Question : 2) b)

Montrer tout d'abord que ¢ est bijective :
(I'équation ¢(z) = M(a) admet une seule solution
dans C*). Et & partir de I'isomorphisme ¢,

on écrit : (C*,x) = (p(C*) ,x) = (E*,X) .

le groupe (E*,x) hérite ses caractéristiques du
groupe (€*,x) via I'isomorphisme ¢.

La Question : 3)

(E,*,x) Est un corps commutatif car :

(E,*) Est un groupe d’élément neutre M(0).
(E\{M(0)},x) Est un groupe.

x Est distributive par rapport a *

x Est commutatif dans E.

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

A I'aide d'un simple calcul, que j'ai fait dans mon
brouillon, On montre facilement que :

a=((B-1)a-)

La Question: 1) b)

T
zl=[4;§
oo

La Question : 2) a)

(D):z=%(1+ix/§)z‘

1 i3
= (D) (x+iy>=(§+17)(x—iy)

e (D): V3y—x=0

La Question : 2) b)

Tout d’abord, vous devez montrer que b? = 2a
2b = a g s y .
et —= b aI'aide d’'un simple calcul sur des

nombres complexes a = 1+ ivV3 et b =3 +i.
En suite :

b? 3 2a
(z2=b)(z—b) (az—2b)(z—b)

-2 )
-(75)59)

B 2
~(@z-Db)-(z-b)
B 2
|z —b|?
La Question : 2) c)
b? 2

@ —b0)a—b Jz—bE "

= )G e

Zyr — Zp Zm — Zp
Zo —Zp\ _ Zy — Zp

= arg =arg [r]
ZyMr — Zp Zo — Zp

(537'; 56) = (55’ W) [
(BO) est la bissectrice de l'angle (W/,\B—M’))

(D) est la bissectrice de l'angle (W; BM’)
car O e (D) et Be (D)

U

U

U

\
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Le Quatrieme Exercice

La Question: 1) a)

(C,) admet une
branche parabolique
suivant l'axe des abscisses

lim f,(x) = 4+
x—+00

lim ) =0

X—>+ 00 X

=

l'axe des ordonnées
lim f,(x) =+ = estuneasymptote
0 .
ol verticale pour (Cy,)

La Question: 1) b)

, 1 n x+n
Vx>0; fn(X):;-Fx—z: 2 >0
X 0 + oo
fa () +

+ 00

fn /

— 00
La Question: 1) c)
y
(€C2)
X

La Question : 2)

fn est continue et strictement croissante sur |0, +oo].
Donc c’est une bijection de 10, +oo[vers
fn(]op +OO[) = ]_OO' +OO[ = R .

La Question : 3) a)

fn® 10,+00[ — R est une bijection
= (VyeR)@A!'xeR) ; fu(x) =y
= (poury=0eR)(3'a, €]0,+[) ; fula,) =0
= (YneN)(3la, €]0,4+[) ; fulay) =0

La Question: 3) b)

-1
far () = fa() = —= <0 Vxe]0,+oof

= Vx>0 ; frp(x) <fux)

La Question: 3) c)

fn+1(an+1) - fn+1(an) =0- fn+1(an)
n+1

= —In(a,) +

n

n 1
=—In(a,) + —an + —an
_ n 1
=~ (mta - )+

n an

_ 1
- _fn(an) + a_

n

1
=—0+—

an

1
=—>0; car a, >0
an

fn+1(an+1) - fn+1(an) >0; vn=>1
fn+1(an+1) > fn+1(an) ; vn=>1

fn_+11(fn+1(an+1)) > fn_+11(fn+1(an)) ; vnz>1
car f; 4 est croissante

;o vn>1

U

U

Ant1 > An

(ap)ns1 est une suite strictement croissante

La Question : 4) a)

On pose p(x) =lnx —x

x 0 1

@'(x) +

—00

= (Wx>0); e(x)<0
= (x>0);Inx<x

La Question : 4) b)

a, >0 = In(a,) <a, ; selon4)a)

n n
= In(ay) ——<a,——
an n
az—n
= fulan) <
an
2
aZ—n
= 0<—=
an
= a2-n>0; car a, >0
= |a,| >+Vn ; avec |a,| =a, >0
= a,>Vn = lim(a,) =+o
noo
n
+ oo
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La Question : 5) a)

Utiliser le théoreéme de la médiane :

ona : fn est continue sur [a, ,ap4+1] € 10, +oo[
(VneN") ; a, < ap4q
a CTl € [an ) an+1]
Alors :

f n+1fn(x)dx = (an+1 - an)fn(cn)

1 On+1
P INVACL S ACY

= dcp€ [an lan+1] ;
Ant+1 —

=  (VneN" )@ cp€lan,ani1]) 5 In = fulcy)

La Question : 5) b)

cn€lan, anp] = an <cp<apy

= folay) < fulen) < fulansl) 5 fn 7

n
= 01, <In(apsq) —
n+1
0< 1, <In(ay,,)————— 41
= 0<I,<In(a — —
" i An+1 An+1 Antr
n+1 1
= 0<1I, <In(ap1) —
n+1  An+1
= 0= < fppr(ane) +
n+1
= 0<,<0+
An+1
1
= (0], < ; VneN*
An+1
La Question : 5) c)
lim(a,) =lim(ay1) =400 = 0<I;, < ( )
nee noo Ant1

= lim(,) =0
noo

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1) a)

X — é est continue sur [n, +oo[ € [2, 400

= x— ﬁ admet des primitives sur [n, +ool.
En particulier g, (x)

1
= g,’l(x)=m ; Vx=n

La Question: 1) b)

1
g;l(x)=m>0; Vx=>n

= g, est croissante tout au long de [n, +oo]

La Question : 2) a)

du = dt
t=u-—1
t=n © u=n-1
t=x © u=x-—1

Onposeu=t—-1

Vuz0;Inl+uw)<su
1 1
—2_
In(1+uw) u

= f:__ll <ln(11+ u)) du = J::l (%) du
x—1
n-— 1)

= g,(x) = 1n<

La Question : 2) b)

x—1 )
gn(x) = 1n (n_ 1) = lim gn(x) =+
X # +0oo

400

La Question : 3) a)

gn €5t continue et strictement croissante sur [n, +oo[
= g, est une bijection de [n, + o[
dans g, ([n, +oo[) = [0, +oo[

La Question: 3) b)

gn: [n,+o[ — [0,+o[ est une bijection
& (Vyel[0,+oo[)@lxe[n +o[) ; gp(x) =y
= (poury=1)Q'uye[n,+oo[); gpluy) =1

Un , 1
— (Vn=2)@u, =n) ; f (—)dt=1
n \nt

La Question : 4) a)

Un+1 4 1 n 1 n+1 1
f (—) dt = (—) dt + f (—) dt
s Int Int n Int
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La Question : 4) b)

Up41 1 n+1 1
; —Vdt ) = si (—) dt
signe (Ln (ln t) ) signe <fn T >

1
signe(un+1 - un) = signe(n t1-n); car (m) >0
= signe(uy,, — uy) = signe(1) =

= un+1—un>0; anZ

= Uy > U, ;3 V=2

= (U,)ps2 €St une suite strictement croissante.

La Question : 4) c)

U, z2n = lTilg}(un) = +o0

2017 N

Le Premier Exercice

La Question: 1)

E est une partie non vide de M;(R) car c’est
I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 qui
s'écrivent sous la forme M(a, b) définie dans
I'’énoncé. La matrice 0 est un élément de E car
0 = M(0,0) et (0,0) e R? .

soient M(a, b) et M(c,d) deux éléments de E,

a b -—-b c d —d
M(a,b)—M(C,d)=<O 0 O)—(O 0 0)
b —a a d —c ¢
a—c b—d —(b—d)
=< 0 0 0 )
b—-d) —(a—c) (a-c)
=M(a—c;b—d)eE car (Z:;) € R?

Alors d'apres la caractérisation des sous-groupes
on en déduit que (E, +) est bien un sous groupe de
(M3(R),+) .

La Question: 2)

Soient M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E,

M(a,b) TM(c,d) = M(a,b) X A X M(c,d)

a b —b 1 0 0 c d -—d
=<0 0 0>><<1 1 0>><<0 0 0)
b —a a 1 1 1 d —c ¢

a 0 -b c d -—d
=(0 0 0>><<0 0 O>
b 0 a d —c ¢

<(ac —bd) (ad+bc) —(ad+ bc))

0 0 0
—(ac — bd)

(ad + bc) (ac — bd)
=M(ac—bd ; ad+ bc)eE (%)

car (ac—bd)eR et (ad + bc)eR
Ainsi T est une loi de composition interne dans E.
C’est-a-dire que E est une partie stable dans
(M3 (IR)FT)

La Question : 3) a)

@+ (C,x) — (E5T)
a+ib — M(a,b)

Soient (a + ib) et (¢ + id) deux nombres complexes
non-nuls :

(p((a +ib) X (c + id)) = (p((ac —bd) +i(ad + bc))
= M(ac — bd ; ad + bc)
= M(a,b) TM(c,d) ; selon (x)

Ainsi ¢ est un homomorphisme de (C*,x) dans (E*,T)
En plus ; ¢ est une bijection carI’équation

@(x + iy) = M(a,b) admet une seule solution dans C*
et c'est (a + ib) avec M(a, b) est un élément donné
dans E* . En d'autres termes :

(VM(a,b) e EY@'x+iyeC") : @(x+iy)=M(ab) .
Donc la bijectivité de ¢ nous assure I'écriture :
o(C)=E".

La Question: 3) b)

Comme ¢ est un homomorphisme et comme (C*,x)
est un groupe ; alors (¢ (C*),T) est un groupe aussi.
C'est-a-dire que (E*,T) est un groupe.

(1 + 0i) est I'élément neutre dans (C*,x)

alors M(1,0) sera I’élément neutre dans (E*,T)
Remarque 1) : 'homomorphisme des groupes
conserve la structure algébrique des groupes.
Remarque 2) : ¢ est définie de C* dans E* mais pas
dans E parce que I'élément 0 = M(0,0) n'est pas
inversible dans (E,T) .

M(0,0) T M(x,y) = M(0,0) = M(1,0)
M(x,y) T M(0,0) = M(0,0) # M(1,0)
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La Question : 4) a)

Soient M(a, b),M(c,d) et M(e, f) trois €lements de E

M(a,b)T(M(c,d)+M(e,f))=M(a,b)TM(c+e;d+f)
=M(a(c+e)—b(d+f); ald+f)+b(c+e))
= M(ac + ae — bd — bf ; ad+ af + bc + be)
Or : M(a,b)T M(c,d)+M(a,b)T M(e, f)
= M(ac — bd ; ad + bc) + M(ae — bf ; af + be)
= M(ac — bd + ae — bf ; ad + bc + af + be)

Donc T est distributive par rapport  + a gauche.
La distributivité a droite est déduite via la
commutativité de Tdans E.

Finalement : T est distributive par rapport & + .

La Question : 4) b)

D’apres les résultats trouvés ci-dessus on écrit :
(E,+) est 1 groupe commutatif d'élément neutre M (0,0
(E\{M(0,0)};T) est un groupe
T est distributive par rapport a +

Donc d’apres la caractérisation des corps on en

déduit que (E, +,T) est un corps. De plus T est

commutative dans 1. Alors (E, +,T) est un corps

commutatif .

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

A=4(m+1+i)?—-8m?+m(1+1i)+1i)
=4m?+2m(A+)+ (1A +DH-8m2+m(1+i)+1)
= 4m? +8m(1 +i) + 4(2i) —8m? —8m(1 +1i) — 8i

= —4m?

= (2im)?

La Question: 1) 2)

2m+ 1+ +2im (m+D(@G+1)
zZ] = =

4 2
2m+1+i)—-2im (m+i)(A—-10)
%= 4 - 2

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1) a)

p—

] im+D)(A—-i) 2 im—-mi+i+1)+2
izy+l=——"-"—"—"-+-=
2 2 2
_im+m—1+i+2 _im+m+1+i
B 2 2
m+1D@G+1)
=f=21

La Question: Il1) 1) b)

Iy, — W 71— @

Ona : =
Zy, =W  Z;— W

1+Dm+1D) A+D)
_ 2 2
_<(1—i)(m+i)_(1+i)
2 2

@A+ Dm+1D)-A+0)
ST A=-Dm+iD)-1Q+0)

_@+dDm+D)-1+10)
T A=-Dm+i)—i(1-19)
@+ D)

(A =i(m)

14

11—

o (@+0)?
EHED)

. . VA -
Ainsi ;21—
ZMZ—(J.)

c'est-a-dire : (zy, —w) = e%r(zM2 —w) .

c-a-d que M, est I'image de M, via la rotation R

de centre Q(w) et d’ongle% .ie:
Rz(Q) : (P) — (P)
2
M;(zy) — Mq(z1)

La Question : 1) 2) a)

ZMZ_m_ZZ_m

Ona : =
Zy, —m zg—m
A-im+i) 2m
2 2
1+i)(m+1) 2m
22

_ (1=Dm+1i)—2m
T (A+)(m+1)-2m

m+i—im+1-—2m
T m4+1+im+i—-2m

-m—im+1+1i
im—m+1+1i

-m(1+ D) +1(1+10)
Com@i-1)—-i(i—-1)
@+ D(Em+1)
(- Dm-1D)

=)

i—1

_ m-—1

) /m—1
m—i l(m—i
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La Question : 11) 2) b) arg <ZM1 - Zn) . (ZM1 - ZM)

On part du fait que les points M, M, et M, sont

colinéaires = arg(%)—arg(%)zo[n]
= 3keR; MM, = k- MM, My R0 Mz M
Zy — Z Zy, — Z
= 3keR; (2w, —2u) = k- (2m, — 2m) :argK " Q>:<Ml M>]EO[7T]
ZM, — 20 ZM, — ZM
Zm, —ZMm
= JkeR; |—=——]=keR Z;— W\ [(Z3—m
Zm, — Zym =>( )( )e]R
Zy; — W Z, —m

= 7m<22—m):0 :()<l(m_1)) .

l

= (i) = (2 e

x+zy—1 ] m—1
= Im =0; m=x+1iy

=2 L
g (Lx— ) 0 m-—1
W=D — an(EE22)
= <(lx—y—l)(x—iy—i)> 0 x+iy -1
m — e
X2+ (y — 1)2 = Tm (x+iy—Dx—-iy—-1) —0
(x —1)%2 +y?

ix24+xy—x—xy+iy:l—iy—ix—y+1
— Im y y Ty y y
x2+ (y—1)?

=0 x2—x—ixy+ixy—iy+y?*—ix+i—y
Im =0
(x —1)% + y?

= x*+y’—y—-x=0 o y—x+1=0

_ (2 +1) 1+(2 +1> 1_0 )
SRV A CARE LY = Xty=
1\ 2 nZ 1 = Me):x+y=1
= (x-3) +(y‘z) =2
2 2 Cherchons maintenant les points d'intersection
1 V2 . . : _
= (x — f) + (y -3) =7 entre (I') et (4) en résolvant le systeme suivant :
2
\/E) 11 x+y=1
MI|? = (— ; 1( )
= |MI| > avec 505 1\2 nZ 1
AB\? ("“) +(y“> =2
= |MI|? = (7) ; avec I = milieu[AB] 2 22 2 ,

La Question : 1) 2) c)

oubien x =0 =>y=1
{oubien x=1=y=0
Les 4 points sont circulaires si : premierement M = @nM=1{01; 10}
n'appartient pas au cercle (') et deuxiemement
5i (QM;EMl) = (MM/Z,TVIMl) [] . Finalement : I'ensemble E des points M pour que
Q,M, M, et M, soient circulaires est la droite
(A) : x +y =1 privée des points (1,0) et (0,1) .
Autrement-dit : E = (A)\{(0,1); (1,0)} = (A)\{B; 4}
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Le Troisieme Exercice

La Question : 1) a)

On considére dans N?* |'équation suivante :
soit (x,y) une solution.
Ona: px+y?Pl—p=pkx—-1)+yPt

(x,)eN* = x>1 et y>0

(x—1)=0et y>0
p(x—1)=>0et yP"1>0carp=>5
px—1)+yP"1>0
px+yPl—p>0

px+yPt>p

2017 > p

Lo ull

La Question: 1) b)

Par I'absurde, on suppose que p divise y.
Alors : (3keN*) ; y=kp

px + (kp)P~1 = 2017
px + kP~ 1pP~1 = 2017
px + (kP~1pP~2p) = 2017

p(x + kP~1pP=2) = 2017
pelP
5<p<2017

U A

p/2017; avec{

) p 1
= p/2017; avec{p¢2017
= absurde

= p nedivise pas y

Remarque : on peut disément montrer que
(x + kP~ 1pP~2)eN* car x>0 et k>0 et p>5.

La Question: 1) c)

C’est le moment idéal pour faire appel au petit
théoreme de Fermat.

peP*t

p-1 =
p/\a=1:>a =1[p] .

Rappel :

Ona:pAy=1,carpnedivise pasydonc y#p .

Donc d'apres le petit théoréme de Fermat , on
écrit: yP~t = 1[p] .Siy = 1 alors ca marche aussi.
Ona px+yP~t =2017

c-o-d : px+ (yP"1—1)=2016 .

p/px _
comme _ alors x+yP 1 -1

/(P11 —1) p/(px+y )
D'ou: p/2016

La Question: 1) d)

/2016 p/(25 x 3% x 7)
pef{2;3;7}

pe{7}; carp=5

Lol

p=7

La Question : 2)

On a d'apres les résultats de la question 1) :

si (x,y) est solution de px +yP~1 =2017.

Alors p=7 , Donc il est clair que si p # 7 alors
I'’équation n'admet pas de solutions dans N2* .
Ainsi I’équation devient :

7x +y® =2017 ; (x,y) e N?*

(x,y)eN* = x>0 et y>0
7x>0 et y>0
0<2017 —7x < 2017
0 <y®<2017
0<y<2017%

0 <y<3,55
ye{l;2;3}

Ly vl

7x +1=2017

2016
x= — = 288

<
I
U

U

y=2 = 7x+2°=2017

2017 — 2°
= x=—— =279
7
y=3 = 7x+3°%=2017
2017 — 3°
= x=——— =184

Inversement : On vérifie aisement que les couples

(288,1) , (279,2) et (184,3) vérifient-bien I'équation
7x +y® =2017 . Finalement :I'ensemble des
solutions de cet équation est défini explicitement
par: § ={(288,1); (279,2); (184,3) }
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Le Quatrieme Exercice

La Premiére partie

La Question: 1) 1) a)

1y -1
#1)ex = lim (1 0

-1

Y

lim f(x) = llm (

x—-07t
t=

= tl_i}r_ngg(d —tetl)
=0t—-0"=0
= f(0)

Ainsi : f est confinue en 0 a droite

La Question: 1) 1) b)

= lim —(1 " %) 6_71

T x50t X

lim

x—-0+

f(x) —£(0)
x—0

1 1y -1

= lim —(1 +—>ex
x-0t X X

= lim_ —t(1—1t)et

-1

X

= lim (—te® + t2e?)
t—>—oo

t=

" t t\?
= i — i —p2
tllr_n( te)+t11r_n 4(26)

= tlim (—te®) + 4u§mm(ye“)2
H=§

=—0"+4(07)2=0€eR

Donc f est dérivable a droite en 0 et £;(0) =0

La Question: 1) 1) ¢)

Comme x n—>§ est dérivable sur 10, +oo[ ,
alors x +— (1 + i) est aussi dérivable sur 0, +oo] .

-1 s .
comme x — — es’r dérivable sur 10, +oo[ et x +— e*
-1

et aussi derlvoble sur]0,+o[etvx>0; ex >0

Alors x — ex es’r dérivables sur 10, +oo[ .
comme x +— (1 + ;) est dérivable sur ]0, +oo[ ,

-1
et comme x — ex est dérivable sur ]0, +oo[ alors le
produit est dérivable aussi sur ]0, + o] .

-1

ainsi x — (1 + i) ex estdérivable sur 0,4+ .
soif x €]0,+oo] :

La Question : 1) 2) a)

lim f(x) = lim (1 +%) 3_71

x—+00 x—+00
= lim (1 +t)et
t—0t
1
=%

=(1+0)’=1

La droite d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale & (€;) au voisinage de +o .

La Question : 1) 2) b)

, 1 2 '
Comme f'(x) =ex alors vx>0; f'(x)>0
donc f est strictement croissante sur 10, +oo] .

x 0 +o0
£ +
1
f
0

La Question: 1) 3) a)

., 1 —3x%\ -1 /1y -t /1
rreo= () = (57 + ()7 ()
-3 1\ 1
=<F+F>”
-3 1 -1
f'"x)=0 < (F-l_F):O; carex >0

& —3x5+x*=0

& x*(1-3x)=0
N {oubienx=0

oubien (1—-3x)=0
< (1-3x)=0; carx>0
< (1-3x)=0; carx>0
- _1

*=3
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Donc le point (% ;0,2) est un point d’inflexion pour
la courbe (C) .

La Question : 1) 3) b)

\ .
1 1 an
\ ’ i

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1)

Rappel : Si f est continue surl et ael.

alors f admet des primitives sur I'intervalle 1.

En particulier f admet une primitive ¢ qui s’annule
en a felle que :

vxel ; @(x) =fxf(t)dt ; ola)=0
o' (x) =f(x)

Vxel ;

Dans cet exercice, f est continue sur I'intervalle
10, +o[ et 1 €]0,+[ . Alors f admet une primitive ¢
vxel0,+oo[ ; @(x) = [[ f(t) dt = —F (x)
p(1)=0

et ¢ est dérivable sur 10, +oo[ ; ¢'(x) = f(x) .

Donc F est continue sur 10, +oo[ .

)

telle que

La Question : 1) 2) a)

jxl (e_Tl) s ( '(t))

1 1 1’ -1
t- et] ft —] et dt
X X t
1 1 __1
= —xex f —2 dt
1
= —xex f — et
X
La Question : 1) 2) b)

[[()aer [ ;(et)dt
[[Gev)as[ G

1 1 -1
f (1+—)etdt=
X t

-1
_xex J—

=e_ et

-1

1_xex ;

=e

La Question : Il) 2) c)

il suffit de remarquer que :

(xe¥) (%)
(D)

-1
=1l-ex +

-1 1 -1
X =ex +—2-x-ex
X

)

La Question : I1) 3)

2 2
A= fo F(O)] dt = fo @) dt
1 1
=ff(t)dt—ff(t)dt
0 2
e l1— (e‘l -2 6_71)
2¢7) [l x Il

)
267)
)

-t
2

(2cm) X (2cm)

-1
2

8e cm?

(
(
(

NEVER GIVE UP

x>0
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La Question : Il) 4) a)

La fonction f est une fonction continue sur ]0, +oo
et 1€]0,+o0[ . Alors f admet une primitive ¢ qui
s'annule en 1 définie comme suit :

() = [ f(®) dt = —F(x)

p(1) =0 . Alors pour tout n dans N*
¢’ = f@) |
on obtient = | ¢ est continue sur [n,n+ 2]

@ est dérivable sur |n,n+2[ °
Ainsi d’apres le théoreme des accroissements finis
appliqué a ¢ sur [n,n + 2] on écrit ;

. . et2)—em) _
vn=0; v, eln,n+2[; nr2)on = ¢'(v,)
c-O-d: Fn)—F(n+2)=2f(v,) .

NI _ 1 ;—n
c-a-d: u, = 2(1 +v—)e .

n

Finalement :

-1

vn=>0; v, eln,n+2[; un=2(1+vi)eﬁ .

n

La Question : 1) 4) b)

On a prouvé, dans la premiere partie , la
croissance de la fonction f sur 0, +oo[ . soit ne N*,

= 3Jvyeln,n+2[ ; u, =f(vy)
n<v,<n+2 = fM<fl)<fm+2)carf 7
= 2f(n) <2f(vy) <2f(n+2)

1y -t 1
= 2(1+—)e7<un<2(1+ )em
n n+2

La Question : 1) 4) c)

1\ -1
lim2<1 +E)e7 =2(14+0)e®=0

noo

1 -1
lim2(1+ )em =2(14+0)e =0
n+2

noo
-1

1y -1 1
= 2(1+—) T<un<2(1+ )en+2
n n+2

/{

0 0

Finalement : lim(u,) =0
noo

La Troisiéme partie

La Question : 11I) 1) a)

Soit ¢ la fonction numérique définie sur R* & valeurs

dans R* par: y(x) = ex .ilest clair que Y est
continue et strictement croissante sur 10, +oo] .

1
car x>y = —<-—
y
-1 -1
= —>—
x y
-1 -1

= ex >eV
= P >yP»)
Donc ¢ est une bijection de 0, +oo[ O valeurs
dans ¥ (]0,4+[) .
(10, +e0[) = | lim ¥(o) 5 lim ()| =10,1[

Donc y est une bijection de 10, +oo[ dans 10,1] .

Y : 10,40 — ]0,1]
x — Px)
& (Vyelo1[),(Axe]0,+oo[) : Y(x) =y
ou (WVxel0,+o0[), @' yel01]) : Y(x)=y
joliment (VneN*),(3! B, €10,1]) : Y(n) =B,
& (vneN*),(3! B, €10,1]) : e%l=ﬂn (*)
La fonction f est aussi une bijection de 10, +oo[ O

valeurs dans ]0,1[ car elle est continue et elle est
strictement croissante sur ]0, +oo| .

f o+ 10,400 — ]0,1]
x = fx)

(Vyelo1[), 3 xe]0,+oo[) = y = f(x)
€]0,1[), @ an €]0,+00[) : By = f(ay) (x*)

De () et (xx) on conclut :

c—a—d:

(pour By

(VneN*),(3! a, > 0) : f(ay) = e_Tl

La Question : 111) 1) b)

SoitneN*c-0-dn=>1

1 1
n+l1l>n & ——<— ; passage al'inverse
n+1l n
-1 S -1 Y i
— ; passage al'opposé
n+l n p g pp
—1 -1
entl >en ; Expest 7 etbijection

f(an+1) > f(an) ’ d’aprés 1Da)

Anyeq1 > a4, 5 f estbijectiveet 7

=4

g 1071

(ap)ns1 estune suite 7
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La Question : 1lI) 1) ¢)

-1 1y 2t =1
flay) =en <1+—)e‘xn=en
an
1y =2 -1
< In (1+ )e“n =In ( n)
an
= ln<1+ +ln<e“n)

1 1
=S ln(1+ )——=—
n

an an

La Question : 111) 2) a)

D'une part, On a:

(L)_(l_t):1—(12—t2)_ t?

1+t 1+t 14t

(pourt>0); t2>0et (1+t)>0
2

t .
Donc : >0 D’ou:<i>_(1_t)20
t 1+t

c-0-d: (%H) >(1-t) = (1)

1 A+HA-t+t>) -1
1—t+t? —( )z
( +t9) 1+t 1+t
t3
T1+t

(pourt=>0); t3>0 et (1+t)>0
t3

=0
1+t

\ 1
D'ou: (1—t+t2)—(1—+t)2

Donc:

Ainsi: (1—t+t?) > (%I_t) w (2)

1
(Det(2) & 1—t£1—+tS1—t+t2 (Vt = 0)

La Question : 111) 2) b)

1
Soit x>0, (1—x)£(—>£(1—x+x2)
1+x

1
@—xs( )—1S—x+x2
14+ x

= J(—l)def(ﬁ—l)dej(—x+x2)dx

Car la continuité est vérifiée.

= _—xz<—x+ln|1+x|<_—xz+x—3
2 - 2 3
—x?2 —x% x3
= TS—X+1D(1+X)ST+?

La Question : 1II) 3) a)

-Mw

=2

car f(al}) = e_Tl
f(1)=2e7t

; f est bijective et 7

s

& ed =2et
= fla) =2 fQ);
S a =21

On consideére la proposition suivante :

P(n) : a,=>1
Pour n=4,onaa, =1.Donc P(n) est vérifiée.
Soitn > 4 et on suppose que a, = 1.
Comme (a,),=1 €St Croissante
Alors ap.1 = a, = 1.Donc P(n + 1) est vérifiee.
P(4) est vraie
P(n) =>Pn+1); vn=>4"
DoU:Vn=4: a,>1.

Ainsi :

La Question : I1l) 3) b)

On a d'apres la question 1)c) :

-1 1 -1
—+1n(1+—>=—
a, an n
1 1 1
o ln(1+—)=——— w (%)
an a, n

1
D'autrepart: a,>21 & —=1>0

n

—1/1\? 1 1
= () ==(3)+m(1+)
2 \a, an an
7@ 5

T2 \ay, 3\a,
Et cecid'apres 2)b) :

-1 —1+ 1 1 —1+
2af  an  an Zan 3a

-1 -1 -1 1

; selon (%)
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La Question : 1lI) 3) ¢)

U

; d'apres 3)b)

W -
IA
—_
|
A
A
=

U
W] =
IA

U
ol =
IA

n
a,zlSE s carn=>4>0

l
T
IN
:Q
IN
ST

|
TS
N———

IN

S}

S

b

+
8

= lim(a,) =+
noo

La Question : 111) 3) d)

lim(a,) = +
noo

I (1 = ) T
= - =1- =
no \" 3, 3(+o0)

2 2a2
= (1-5-)==t<1

1-0=1

Khmiset

Le Premier Exercice

La Question: 1)

La loi de composition interne :

Soient a et b deux éléments de G :

0<ax<l1
0<bx<1

= 0<(a+b)<?2
= E(a+b)e{0;1}

{OS(a+b)S1 si E(a+b)=0
1<(a+b)<2si E(a+b)=1
{0S(a+b)—0<1 avec E(a+b) =0
0<(a+b)—1<1 avec E(a+b) =1
{0S(a+b)—E(a+b)<1 avec E(a+b) =0
0<(a+b)—E(a+b)<1avec E(a+b)=1

(a,b) eG?* = {

= axb e
Deuxiéme méthode :

(VmeZ)(VxeR) : E(m+x) =m+ E(x)
(VxeR) : E(x)€eZ
(VxeR) : E(x)=0 © 0<x<1

Rappel :

Soient a et b deux éléments de G :

axb=(a+b)—E(a+b)
E(axb)=E((a+b)—E(a+D))
E(a*b)=E(a+b)—E(a+b)
E(axb) =0

0<axb<l1

axbel0,1[=G

axbeG

A

La conclusion: V (a,b) €G? ; axbeG

Donc * est une loi de composition interne dans G.
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La Question : 2)

La loi * est commutative dans G puisque :

V(a,b)eG?; axb=a+b—E(a+b)
=b+a—EMD+a)
=bxa

Pour I'associativité, on considére frois éléments
a,betcdansG.D'une parton a:

(a*b)*c=(axb)+c—E(axb+c)
=(a+b—E(a+b)+c—E(a+b—E(a+b+c)
=(a+b+c)—E(@a+b)—E(a+b+c—E(a+b))
=(@a+b+c)—E(@a+b)—E(@a+b+c)+E(a+b)
=(a+b+c)—E(a+b+c) w» (1)

Et d’autre part :

ax(b*xc)=a+b*xc)—E(a+b=c)
:(a+b+c—E(b+c))—E(a+b+c—E(b+c))
=(a+b+c)—E(Mb+c)—E(@a+b+c)+E(MD+0)
=(a+b+c)—E(a+b+c) » (2)

A partir des résultats (1) et (2), on remarque que

(axb)xc=a=(bxc).ce quiveut dire que * est

associative. Attention a ne pas utiliser I'égalité

E(x +y) = E(x) + E(y) car elle est conditionnée,
ce qui monte gqu’elle n’est pas toujours vérifiée.

La Question : 3)

Soit e I'élément neutre de la loi * dans G .
Onécritalors:a*xe=¢*a=a; VaeG .

axe=a < at+e—E(a+e)=a
< E(a+e)=c¢

oubien 0

oubien 1

< ¢=0car 0€[0,1[=G

= sz{

D’'ouU I'élément neutre de la loi * dans G est le
nombre O .

La Question : 4)

Etudions maintenant la symétrie des éléments de G.

Soit a un élément de G et soit a’ son symétrique
dansG. = gxa' =0

= a*a' —E(a+a)=0

= a*xa =E(a+a)

— a*aI:E(a+al):{0ublen0

oubien 1
— {oubien at+a =0
oubien a+a' =1
— {oubien a =—a
oubien a' =1—a
- {oubien a =(—a)e]-1;0]
oubien a' = (1—a)e[0;1]
= a=010-a)el0;1[=G

La conclusion :
(VaeG)A!'a' =1 —-a)eG) : axa'=a’'*a=0

La Question : 5)

Soit d résoudre dans ¢™ I'équation suivante :

1
X kX koo kX =—
[y —
n fois n
neN

n=2
Tout d’abord, remarquez que x *x = 2x — E(x) .

x®) =xsx*x=x%2x—E(x))
=x+2x —EQ2x) —E(x + 2x — E(2x))
=3x—EQ2x)—E@Bx)+ E(2x)
=3x — E(3x)

x® = 4x — E(4x)
x®) = 5x — E(5x)

xM = nx — E(nx) ; avérifier par récurrence !

(vn = 2) soit (Q,) : x™ = nx — E(nx)

avec : xMW = xxxxx*-xx
SN~—— ——————
n fois
pour n =2, ona : x*x=2x—E(2x)

Donc (Q,) est vérifiée . soit n e N fixé tel que n > 2
et on suppose que (Q,,) est vraie .

(Q,) est vraie = x™ =nx — E(nx)

xD = x5 M = x x (nx — E(nx))

x*D = x 4+ nx — E(nx) — E(x + nx — E(nx))
x™tD) = (n 4+ Dx — E(nx) — E(x + nx) + E (nx)
x) = (n+ Dx — E((n + Dx)

(Q)p41 est vraie

L A

(Q,) est vraie
(Qn) = (Qn41) ; Yn =2

D'oU (Vn =2) ; x™ =nx — E(nx) w (%)

Ainsi : {

A I'aide de () on résout aisément I'équation
xm 1. |x€G
" n’ In>2,neN

1 1
x™W == o nx—Enx)=-
n n

1
= ——=F
nx - (nx)
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n=>2 & Emx)e{0,12,-,(n—1)}
= (nx—%) €{0,1,2,---,(n— 1)}

{1 n+1 2n+1 n(n—1)+1}
S nx e {—; ;

n’ n n ’ n
{1 n+1l 2n+1 n(n—1)+1}
S x €3 —; ; R
n2’ n2 n? n?

D'ou I'ensemble des solutions de cette équation
est défini explicitement par:

)

1 n+1 2n+1
S = 27 2 ;
n n

_n(n—1)+1}

nZ HET nZ

Par exemple : I'équation x(® = g admet
exactement neuf solutions dans [0,1] , les voici :

__{ 1 10 19 28 37 46 55 64 73}
°7(181’81’81’81°81°81°81°81’°81

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

Rappel
Formules :

D'Euler sin(x) = <—

B el.(x—y+x+y) B e_i(x—y;x—y)

De méme : cos (x ;y) = l(e"(%) - e“(%))

2c0s (152)e03) = 2 (o10) - -i57) ()

o i(x—y-;x+y) +e i(—x+yz+x+y)

=e¥ + eV

La Question : 1) 2)

Résolution de I'équation (Ey) dans C .

A= (=20)% +4(1 +€%9)

= —4+ 4 + 4e%¥
= (2¢19)°
2i — 2e% . in
Zi=————=i—e0 =2 — ¢
70\ (i)
= 2isin 2 e
2
=2isin(=—-= )
Lsm<4 Z)e
2i + 2e . i
Zy=———=i+e¥ =e72 + ¢
1o\ ()
= 2 cos 2 e

= 2 cos (% - g) ei(%Jrg)

La Question: 1) 3)

R_C'E%': A'B.eFCjSOTLt PN (ﬁ) _ O[T[]
colinéaires
%04 _ (ZA - ZO) B 2i sin (% — %) ei(%'g)
Zop 25 =Z0) ., (% B g) ei(%%)

_ it (n 9)
—Lan4 )

2

= (O_B' O_A)) = arg(i) + arg (tan (% - 9)) [27]
)

= (ﬁ;’,m’) £ 0 [n]

A, B et C ne sont
pas colinéaires

OAB Est un triangle rectangle :

(T O

2i sin G — Q) el(frf)

i —_— X 42
Sln(4 2>| ¢

i (” 9)|- la valeur absol
Sin 4 2 ; a vateur apsoltue

Ona: 0A=|zy—zp| = |z4| =

=|i|] x 2

=2
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(T 6
9

2 cos (E - E) el(z g)

4 2

6
=2 ‘cos (— — —)‘ ; la valeur absolue

OB = |zg — zg| = |zg| =
2 eos (5 -5)
= —— = x
cos|7 =3 e
s
4 2
AB = |z — z,|

4

= |2e l(g_%> e l(%-'-g)

= [2¢®| =2

= ZCOS(E—Q)ei(%g)—2isin(z—€>ei(%+g)
2 2
T 0 . /m 0
= [2(cos(5-3) - tsm(5-3))e
0 = . /0 &
= 2(cos<§—z)+15m(i—z>)e

0 7]
sin? (E——) + cos? (E——) =1

4

(=4)
(59

4 2 4 2
o/ 0 2 T 0\
= Sm(Z_E) + |cos (Z_E> =1
ym 6 2 T 0\
= sm(z—z) + |cos (Z_E> =1
s 4|sin(z—€)2+4 cos(z—€)2=4
4 2 4 2

e

4 2
& 0A* +0B?

_(n 0
sin|——=

) + (e

= AB?

-9 -+

D’apres le théoreme de Pythagore , on conclut
que 0AB est un triangle rectangle en 0 .
Pour que 0AB soit isocele, il suffit qu’il vérifie 04 = OB

o/ 0 T 6
0OA=0B & Sln<2_5)|= COS(Z—E)|
. (m 0
sinl+—5 -
= %zl;avec@ET[Zn]
cos (7-3)
= |t (n 9)—1- 6 % — [2n]
an4 )| = ; avec > T

T 0 -7
tan(———) =+1; avec 0 :757[27'[]

=
4 2
bien : T 0\ T
o oubien : tan (Z—E> = tan (Z)
3
b' ot (E_€>—t (__T[)
oulen-an42—an4
bi (n 9) n[]
oubien ——=|=—|7
o 4 2 4
bien (E—E)—_—n[rr]
ou 4 2)= 1

bien : ” 9) = kn; kez
o ouonien : ) = 7 T, €
bien : (z — 9) S +k'n; k'eZ
oubten = \472) T '
N {oubien : 0 =2k ; kel
oubien : 0 =mw—2k'n; k'eZ
{oubien : 0 =0[2m]
= .
oubien : 6 = r[27]
S 0 =0[n)
Donc 0AB estisocele Si 0 = 0[] .
La Deuxieme partie
La Question : 11) 1)
La rotation r est définie par :
r(a%): @ — @

M(z) — M'(z")

i
r(M)=M" < (zy, —2z4) = e3(zy — 24)

in
S (Z—a)=e3(z—a)
in
= z=e3(z—a)+a

V3i

= z’=(%+7)(z—a)+a

Ainsi la rotation r sera définie par :

r(A,g) 2 (P) — (P)
M(z) — M' (%+g>(z—a)+a
r(B) =B < zy = %+g)(23—a)+a
= zB,=(%+g)(b+i—a)+a
<b+a—\/§) ,(1—\/§+\/§a>
= Zp, = > +1 >
La Question : 1) 2)
B'e (OY) & zg €iR
& Re(zg) =0
b+a—+3
= #=O
& a+b=+3
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Dans ce cas On refrouve :
b+a-+3\ [1-+3++3a
Zgy=|\——F | ti|————
2 2
,(1—\/§+\/§a> ]
=1 f eiR

La Question : I1) 3) a)

| A(V3)
B(i)
C(~0)
D (2 +3(1 - 2i))

le cas :

Pour le triangle ABCon a:

AB =|i—V3| = /12+(—\/§)2=2

AC = |-i—V3| = J(—1)2 +(—v3)’ =2
BC=|-i—i| =402+ (-2)2=2

Donc ABC est un triangle équilatéral.

Pour le triangle ACD on a :

AC = |-i—V3| = (D2 + (—V3) =2
AD = [2+V3 - 2V3i— V3| = [22 + (-2V3)" =4

DC = =i =2 V3 + 243 = [(-2=V3)’ + (2V3 1)’ =IO

Onremarque que 22 + 4% =

(V20)°
c-a-d que : AC? + AD? = DC?

c-a-d que le triangle ACD est un triangle rectangle.

La Question : 1) 3) b)

Soit T la translation définie par :

T () = ()
M(z) — M'(Z)

Et Soit r la rotation définie par :

T (@) = (@)

y ((; fl)(z_nm)

DF = AC

(zp — zp) = (2 — z4)

(zr =2 =3+ 2V3i) = (=i — V3)
zp = —i—2V3i+2

zp =2 —i(1+2v3)

M(z) —

T(D)=F

A N A

r(D)=E & ZE—<1+Q>(ZD \/§)+\/§

2
o ZE_(;+@>(2+W 2Fi = V3) +3
- zE=<%+\/§l>(2—2\/_l)+\/_
= zE=%(1+\/§i)2(1—\/§i)+\/§
o z;=12—(iV3) +V3
& zz;=1-(-3)+3
= ZE=4+\/§

Montrons d’'abord que BEF est équilatéral.

ZB:i
ZE=4‘+\/§
zp =2 — (14 2v3)i

Ona :

— BE:|ZE_ZB|:|4+\/§_1|

= J(4 +V3)" + (-1)?

=\/16+8\/§+3+1

= /20+8\/§

Et : BF =|zp — 75| = |2 — (1 + 2V3)i — i
=2 —i(2 +2V3)|

= \/22 +(2+2v3)

=J4+4+8x/§+12

= /20+8\/§

Et : EF =|zz —zg|=|2—i—2V3i
=|-(2+v3) —i(1 +2V3)|
=|(2 +v3) +i(1+2V3)|

= @3+ (14243)°

—4 -3

=\/4+4\/§+3+1+4\/§+12

= /20+8\/§

On remarque que BE = BF = EF =+/20 + 83
Donc BEF est bien un triangle équilatéral.
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Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

Rappel : (le petit théoreme de Fermat )

Z/e\];: 1= aP~! = 1[p]
On a p est un nombre premier. Ona aussiaAp =1
cara<p .Donc c’estimpossible d'avoir p soit un
diviseur de a. Donc, d'apres le petit théoréme de
Fermat, On écrit : aP~! = 1[p] . D'oU a(aP~?) = 1[p] .
Et cela veut dire que a?~2 est une solution de (E)
dans Z.

La Question: 1) b)

Soit r le reste de la division euclidienne de aP~2 sur p

Alref{0;1;2; -;p—1}
aP~? = r[p]

aP~2eN
peN

Si r =0 alorsp divise aP~1 .
= p divise a car p est premier
= p<a

= Absurde car a<p

= r+0

DoncaP~?2=r[p] et re{l1;2;;p—1}

D'oU a?~! = ar[p] et reA,. Or d'aprés le petit
théoréme de Fermat on écrit :

aP~' = 1[p] car peP et aAp=1.

a’P~t=arlp] ; red,

aP~1 = 1[p]

ar = 1[p]
{reAp ; car "=

résumons : {

est transitive

r est donc la seule solution de (E) dans 4,

La Question : 2) a)

On pose p= 31,

pour a=2ona:@lreds;) ; 22°=r[31] (x).
Or, 2° =32 =1[31] = (2°)° = 1°[31]

225 = 1[31]

= 2% x22% =2%[31]

- =)

r=16[31]

B1/G - 10)] =

re Az, Alors ref{l1;2;--;30}

= |lr—16/< 31| mm

=

() et (%)

=
=

metmm = |[r—16/=0

= [r=16

Poura=3; 3lreds; ; 32°=7r[31] ®
Or 3% =729 = 16[31]
= (39* = (29)*[31]
= 324 =216[31] (%)

Aussi 216 = (2°%)3 x 2 = 13 x 2[31]
= 216 =2[31] (*%)

(*) et (xx) = 32% =2[31]
= 3%%x 3% =2 x35[31]
= 329 = 486[31]
= 329=21[31] ®® car 486 = 21[31]

Qet R = r = 21[31]

= (®)
comme re€ A, ={1;2; -;30}

(©©)

Alors :

@et ®® = |r—21|=0
=

La Question : 2) b)

Soit x une solution de I'équation (F;)

2x = 1[31]

x est solutionde (F,) < {2(16) = 1[31]

On effectue la soustraction entre ces deux égalités
modulo 31 on frouve :

2(x —16) = 0[31] = 31 divise 2(x — 16)
31/(x —16) car 31A2=1
(3keZ) ; x—16 =31k
(3keZ) ; x =31k + 16

=
=

=

Inversement : Montrons que tous les entiers relatifs
de la forme (31k + 16) vérifient-bien I'équation (F;)

Ona : 2(31k + 16) = 62k + 32
62k = 0[31] 3
comme { 31 = 1[31] alors (62k + 32) = 1[31]

D’ou I'ensemble des solutions de (F;) est définie
implicitement par: § = {31k + 16 ; keZ}
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De méme, pour I'équation (F,) : 3x = 1[31]
Sachant que 3 x 21 = 1[31] d'apres 2)a)

= 3(x—21) =0[31]
= 31/3(x —21)

{ 3x = 1[31]
3(21) = 1[31]

= 31/(x—21); car31A3 =1
= (3keZ) ; x—21 =31k
= (3keZ) ; x =31k + 21

Inversement, On montre que tout entier relatif de la
forme (31k + 21) est bien une solution de (F,)

Ona : 31k =0[31] = 3(31k) = 0[31]
= 3(31k) + 3(21) = 1[31]
car 3(21) = 63 =1[31]

= 3(31k +21) = 1[31]

D'ou I'ensemble des solutions de (F,) est défini
implicitement par §, = {31k + 21 ; keZ}

La Question : 2) c)

Soit x une solution de (F) dans Z .

x est solutionde (F) & 6x?>—5x+1=0[31]
< (2x—1)3x—1) =0[31]
& 31/2x-1)(3Bx—1)

oubien 31/(2x —1)
= oubien 31/B3x—1) ’ car 31€P
- oubien 2x = 1[31]
oubien 3x = 1[31]
o [ou bien x est solution de (F;)
ou bien x est solution de (F,)
o [ou bien x € {31k + 16 ; keZ}
ou bien x € {31k + 21 ; keZ}

& xe{31k+16; 31k +21; keZ}
& S§={31k+16; 31k +21; keZ}

Le Quatrieme Exercice
La Premieére partie
La Question: 1) 1)

foxh(t)dtzfx(et—t—l)dt
=f tdt—ftdt—fdt
i-[g] -

—1———x

= eX >

x2 x
= ex=1+x+7+f h(t) dt
0

La Question: 1) 2)

La fonction h est dérivable sur R tout entier comme
étant une somme de fonctions toutes dérivables.

h'(x) =e*—1; (VxeR)

h'(x)<0 e*—1<0
x<0
x € ]—00,0]

h est décroissante sur ]—o,0]

h'(x) =0 e*—1>0
x>0
x € [0,+oo[

h est croissante sur [0, +oo[

tgog 0000

h'(x) - ( +

La Question: 1) 3)

On a d’'apres la question 1) :

x2 X
(VxeR) ; ex=1+x+7+f h(t)dt
0

2 X
= ex—(1+x)=x7+f h(t) dt
0

e"—(1+x)_1 1 xhtdt- 0

et kel NUOLEESS
h(x) 1 1 r*

= Vx#0); 22 —=x—zj(.) h(t)dt (%)

Soientx e R} ette[0,x] . ( t estvariable muette )

E[O,X] = 0<t<x
= h(0) < h(t) < h(x) ;

= 0<h() <h(x)

= J;) “0dt < fo xh(t) dt < fo xh(x) dt

car h 7 [0, 4o

J'aiintroduit [ dt car la continuité est vérifiée et
aussi 0 < x gardera le sens de I'ordre inchangeable

= 0< jxh(t) dt < (x — 0)h(x)
0

(x) ; x2>0

= 0<—J h(t)dt<
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e*—(x+1 h(x 1
( )S ()+—;Vx>0
x2 x 2

La Question : 1) 4)

Soient x dans R~ et t dans [x, 0] .

tex,0]

x<t<0
h(x) = h(t) = h(0) ; h " ]—00,0]

=
=
= h(x)=>h(t)=0
=

joh(x) dt > foh(t) dt > foo dt

J'aiintroduit [ dt car la continuité est vérifiée et
aussi x < 0 gardera le sens de I'ordre inchangeable

= (0—x)h(x) = - th(t) dt >0
0
= —xh(x) > —th(t) dt >0
0

= xh(x) < th(t) dt <0
0

x2 =

h(x)
x

xh(x) 1 (% 0
<—Zf h(t)dtﬁ—z;x>0
x? ), X

1 rx
S—ZJ h(t)dt <0
X
0

h(x) < h(x) —%S 0 ; selon (%)

x = x2
1 h(x) h(x) 1
=+ —2 < <_
2+ x ~ x% T2
1  h(x e*—(x+1 1
- —+ ()_ ( )S—;Vx<0
2 x x2 2

La Question: 1) 5)

. <h(x)> . <e’“ —(x+ 1))
lim|—= | =lim T S—
x—-0 X x—0 X

= (ex)}x:() - 1

=e%—1=0

= lim <M> =0

x—0 X
h h
= lim <ﬂ> = lim <ﬂ> =0
x—07t X x—07t X

Si (x e R}) on obtient selon la question 3) :

(1>Sex—(x+1)<(h)(cx)+l)

2 x2 - 2
X 0+ X 0+
1 1
2 2
.. ) e*—(x+1) 1
e 1y (225 L @

Si (x e RZ) on obtient selon la question 4) :

<1+ h(x)) - e*—(x+1) - (1)

2 x )= x2 —\2
x5 0" x40
1 :
2
. _ e*—(x+1) 1
D'ou : xll)%l— (T) =3 (©O)

De (®) et (O®) on tire la limite suivante :

_ (ex—(x+1)) 1
lim{——— | ==

x>0 x2 2

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1)

Sur ]—,0[ et sur 10,+oo[, il est clair que f est
continue comme étant quotient de deux fonctions

continues et (e* — 1) # 0.
Etudions alors la continuité en 0 .

1

lim £ (x) = lim ( ) = lim

x—0 x-0 \e¥ — x—-0 (e* —1
‘ (=)
) 1 1
= lim (ex — e°> - (€))x=0
x—0
1 1
=S5 =1=f(

Donc f est confinue en 0.
Finalement f est continue sur R tout entier.
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La Question : 1l) 2)

l = i * )= dim e
x—1>r-|l-’loof(x) - x—1>r-|poo (ex — 1) - x—l>r—Poo ex
X

— 1 —
==

0

Donc I'axe des abscisses est une asymptote
horizontale de la courbe (€;) au voisinage de +o

- . x _m
xl—l>r—noof(x) - xl—1>I;ﬂ (ex - 1) et -1

oo

—00 — 00

Sor-1 1t
tim L9 Y ( ! )
xo-w0 x  xo-wx(e* —1) xtoo \e¥ — 1
I S S
e —1 0t-1
lim (f(x) +1x) = lim ( +x)
X——00 X—>—00 -

] xe*
- xl—1>r—noo<ex - 1>
“ew-1 07 -1 "

Donc la droite (A) : y = —x ( la 2¢™¢ bissectrice ) est
une asymptote & ()

La Question : I1) 3)

On se sert des deux limites suivantes :
) x o (e —=(x+1) 1
alcl—% (ex — 1) =1 et alcl—I}(I)< x2 ) )

N\ N\

L 1 1 D'aprés )5)
- }cl—l:rtl) eX —¢e0 |~ g0
x—0
X 1
. (f&x) = f(0) (e =17
lim | ———~2 ) =lim| &————
x—0 x—0 x—0 X

— 1 x—e*+1 — 1
_xl—>n(1) x(e*—1) _xl—r>r(1)

:}Ci_r%_<ex_£;c+1)>(ex’i1):_(%)x(l)
_1 ,
=7=f 0)

D’ou f est dérivable en 0 et f'(0) = _71 .

—x(ex —(x+ 1))
x2(e*—1)

La Question : 1) 4)

Il est clair que f est dérivable sur R* car c’est un
quotient de deux fonctions toutes dérivables sur R
avec (e*—1) #0 ; VxeR"

, x N\ 1(e*—-1)—e*(x)
f (x):(ex—l) = (e* — 1)2
(1 =x)e* -1
=
¢ (x)

= -2 ; () =1 —x)e* -1

La Question : I1) 5)

@ est une fonction continue et dérivable sur R tout
enfier. ¢'(x) = —e*+ (1 —x)e* = —xe*

Remargue : ¢'(x) =0 sur R™ et ¢'(x) <0 sur Rt

X —00 0 +oo
@' (x) + -
0
@ / \
| —o0

D’apres ce beau tableau, On remarque que :

VxeR; p(x)<0
dolu: VxeR"; o(x)<0

La Question : 1l) 6)

@(x) - -
f'(x) - =

La Question: 1) 7)

Soit (4) la tangente de ¢f en 0.

D): y=&x-0f"(0)+f(0)

1
A): y=—5x+1
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\\QM

A)

La Troisieme partie

La Question : 1ll) 1)

Soit g la fonction numérique définie sur R comme

différence de deux fonctions toutes contfinue sur R .

Soient x et y deux éléments de R tels que x >y .
Alors f(x) < f(y) car f est décroissante sur R .
Et On a aussi -x < —y. en passant a la somme,

onobfient: f(x) —x < f(y) —yc-a-d gx)<g().

Ainsi, On a pu montrer I'implication suivante :
x>y = gx)<gW®)

Ce qui veut dire que la fonction g est strictement
décroissante sur R . et & cause de la continuité, g
est une bijection de R dans g(R).

g(R) = g(]—o0;+eo[) = | lim g(x) ; lim g(x)|

X—>+00 X——00
lim g(x) = lim (f(x) —x) =0—(4+») = —
X—+00 X—+00

lim g(x) = lim (f() = x) = +o0 — (~00) = +0

Ainsi, g est une bijection de R a valeurs dans R .
Comme 0 est un élément de R, Alors il admet un
antécédent a dans R via la bijection g.

Dans le cas général on écrit :

(VyeR)(3!'xeR) ; gx) =y
(pour 0 e R)(A!aeR) ; g(a) =0
A'aeR) ; f(a) =«

c-a-d que I'équation f(x) = x admet une seule
solutiona dans R, ( f(a) = a)

a
= =«
e —1
! 1 #0
= =1; avec «
e —1
S e¥*—1=1; avec a#0

e*=2 ; avec a # 0

0

S a=In2 ; avec a #0

La Question : 1Il) 2) a)

, 1 @(x) 1
pourx>0; f(x)+§=m+i

_ 20(x) + (e — 1)?
T 2(e* —1)2
_2e*(1—x)—2+ (e —1)?
B 2(e* —1)2
e?* —2xe* —1
2(eX —1)2

La Question : 11l) 2) b)

(VxeR) ; h(x) =e*—x—-1

Sotent : {(Vxe]R) ; P(x) =e?* —2x—1

e*>e%; car Expest 7
e*—1=0

h'(x) =0 ; car h'(x) =e* -1
h est 7 sur R*

h(x) = h(0)

h(x) =20 (%)

Pour x =0

LA I A

pour xeR = ’'(x) = 2e?* — 2e* — 2x e*
=2e¥(e*—1—-x)
= 2e*h(x)

pour xeRt = e*>0 et h(x) =0

= 2e*h(x)=0

= YP'x)=0

=  YP(x) est 7 sur RF
= P(x) =2 9(0)

= YPx)=0

= e —-2xe*—-12>0

La déduction: xe Rt = e —2xe*—-1>0

ez"—erx—1>O
=
20 —1)2 -

= f’(x)+%20

! >_1
= f(x)_T

[N

= 0>f’(x)2—§ ; car p(x) <0
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La Question : I11I) 3) a)

On a vu, d'apres les résultats préecédents, que f est
continue et est dérivable sur R tout entier. Donc

I'application du TAF est valable sur n'importe quel
intervalle [a,b] dans R .

Pour [a:un] cR; ECE]a,un[ : M=f’(c)
U, — «a
= 3Jcela,u,[ R ; fQun) = f(@) =1 (o)
U, — a

Ona cela,u,[ c R*

-1
= = <f'(c)<0; d'apres2)b)

_1< ’()<0<1
- — _
g ST 2

—1< , 1
= 7_f(C)<E
1
= If'@l=5
_ e —se@f 1
U, —a 2

= 1)~ f@] S 5 lty —al ; VneN

1
= |un+1—a|£§|un—a| ; VneN

La Question : I11) 3) b)

Par récurrence, On démontre aisément la véracité
du prédicat P(n) défini ainsi :

B ¢ i —al=(3) (-0)

0
Pour n=0 ; |1—-In2|<(3) |1-In2]

Ainsi I'instance P(0) est vérifiée (c-a-d vraie)

Pour neN fixé, On suppose que P(n) est vraie

1
(B,) estvraie = |up4 —al < > lu, — al
1/1\"
= funes —al <3(5) 11-al
n+1
=l —al<(3) -

= P(n+1) est vraie

P(0) est vraie

Finalement : {P(n) implique P(n+ 1) ; VneN

D'ou, d'aprés le principe de récurrence, On déduit
n+1
que : (¥neN) ; lu, —al<(5)  (1-a)

1\" . , e
On remarque que (5) est une suite geometrique
. 1 . 1
de raison 5 Qui converge car |5| <let(l—a)est

un nombre réel. On obtient alors la situation

suivante :
n

iy —al < (3) -

0

Donc, d'apres le critére de comparaison dans la
convergence des suites numériques réelles, On
déduit :

limu, —a|=0 < limu,) =«
noo noo

La Question: 1V) 1)

Soient x e Rt et t € [x, 2x],

te[x,2x] = x<t<2x

0<x<t<2x
fO=f)=fO=f2x); fVR
f)=f®) =2f2x)=0
fG)=zf)=0

2x

(fx) = f(t) = 0)dt

A

U

J'aiintroduit [ dt car la continuité est vérifiée,
et x < 2x gardera le sens de I'ordre inchangeable.

2x 2x 2x
= fx)dt = f(t)dth 0dt

X

= xf(x)=2F(x)=20 (%)

X—+00 X—+00

I i (=)= !
im x f(x) = lim 1)~ im 1
2

t—>+c0

2
t=3 %(eTt) _%(%)

Leer-top
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Ainsi I'inégalité (x) devient :
xf(x)=2F(x)=0

X ~+oo X Foo

0

D’ou, d'apres le critere de comparaison dans la
convergence des fonctions, on obtient :

lim F(x)=0

X—+00

La Question : 1V) 2)

Soient x <0 et te[2x,x]

2x <t<x
t<x

f®)=f(x); fest vsurR

te[2x,x] =

U

U

X X
= fdt=| f(x)dt ; 2x<x
2x 2x

2x
= —f f®)dt = —x f(x)

= —F(x)=—xf(x)

= F)=sxfx) ()

xo-o\e2 — 1
(—0)? 4o
ec®—1 0-1

2
dim xf() = lim <x—>

On obtient ainsi

F(x)<xf()

Donc: lim F(x) = —oo X
X——00

—Q0

On multiplie les deux cotés de I'inegalité (x) parle
nombre réel négatif (i) on obtient :

?2 f()

. F(®)
lim —
xX—>—0 X

Donc :

La Question : 1V) 3)

Soit a un nombre réel non nul. f est confinue sur R
tout entier. Donc elle admet des primitives sur R.
En particulier, f admet une primitive ¥ qui s'’annule
en a et qui est définie par :

{VxEIR+ ; Ylx) = fxf(t)dt
Y(a) =0
C'est clair que ¥ est dérivable sur R*.
Et (VvxeR™) ; ¥'(x) = f(x).

2x
Ainsi : F(x) :f f(t)dt

xa 2x

:f f(t)dt+f f(t)dt

x 2x
:—ff(t)dt+f f)dt
= —(x) +P(2x)

f est évidemment dérivable sur Rt comme étant
différence de deux compositions dérivables sur R*

F(x) =¢Y(2x) —y(x) ; VxeR*

= F'(x) =2¢Y'(2x) —¢'(x) ; VxeR*
= 2f(2x) — f(x)

_2( 2x ) X
T \e2x -1 e*—1

B 4x x(e*+1)
T(e*—=1D(e*+1) (e*—D(eX+1)

4x —xe* —x

e?x —1
x(3 —e¥)
e?* —1

Voyons d'abord est-ce que F est dérivable en 0

lim F'(x) = lim (M>

x—0 x-0\ e?* —1

1 3—e*
x—0 (ezx — eo) 2

=1=F'(0)

, x(3—e*) i
Ainsi s § F'(0) =—"7—7= 5 VxeR
F'(0)=1
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La Question : 1V) 4)
X —o0 0 In3 +o0
F'(x) + 1 + =
0,44
— 0
y

(Cr)

Oujda

Le Premier Exercice

La Question: 1)

E ={Me(P); V3BMA =2MM'}
= {ME () ; \/_|ZA —zyl = 2|ZM/_ZM|}

={ ()E(P) \/—l——x—1y|—2|——x—1y Ly|}

{m afg T

={M(y)6(7’) 3((5"6) ”2) 4<7_x)}

={M€(?) ; 3<§—\/—_x+x +y )—4(2—\/?x+x2)}

={Me(P); 4—4V3x+3x?+3y? =3 —4V/3x + 4x?}

:{M(;C,) e(P); —x2+3y2=—1}

:{M(;)E(?); —x2+4+3y%?=-1; (x,y)e]R{Z}
La Question : 2) a)
x? -1
Df={x6]R; 3 20}
={xeR ; x*?-1>0}
={xeR ; (x—1D(x+1)=0}
={xeR ; xe]—oo0,—1] ou x€[1,+oo[}

soit x € Df alors —x € Df

x<-1 = —=x=>1
x>1 = —x<-1

(=2 -1 k2 -1
fen = [Fo—= =

D'ou f est une fonction paire

car : |

La Question : 2) b)

lim (f(x) f(1)>
im (22—

x—1
e 1 (x—1D(x+1)
= Jim (x—l)(J 3 )

- (32

x—-1%

I
T=
<8

~

Donc f n'est pas dérivable a droite en 1.

La Question : 2) c)

x2—1_

lim f(x)= lim

X—+00 X—+00

N L S S | SIS E
Taote (3 3x2 300 3
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s 1= 200) - -5
2 _1 \/§ 2_1 \/§
<\lx 3 3x> (xlx 3+ 3x>
- xl—1>TOO 2_1 \/§
xXe — X
( 3 +T>

(xz 3— 3x>

;_x

©

= lim

X—=too ’ —1 \/§x
3
-1
= lim =3 -9
400

X—+00 (

—1 \/_x>

Jim () = oo
f@) _V3

(
I

Ainsi {x_>+oo x 3
| (1007 < 1o

c-a-d que la droite (A) : y = ‘/;x est une

asymptote a la courbe (€) au voisinage de +o

lim
x—+00

(¢r)
)
y
(¢r) (¢r)
-1 [1) 1 x
(A A"
La Question : 2) d)
E={Mxy)e(®) ; x*-3y*=1}

= {M(x,y) e®P) ; y*=

x? -1
3

={M(x,y)€(?) ;o y=1=

= { M@y e®) ;
= (¢r)u(cy)

i 1 A
) y ( )E)

_|oubien f(x)
- |oubien -f(x) }

(E

La Question: 3) a)

Pour simplifier, I'écriture : (Z) T (
et c’est juste pour dire :

0= (e ve)

M(a + ib) TM(c + id) = M((ac + 3bd) + i(ad + bc)).

Bien évidemment cette invention aidera a

simplifier les notations. Soient (Z)(C) et (]ec) frois

d
éléments du plan complexe,

(1@ ()= ()
_ (e(ac +3bad) + 3f(ad + bc)
- (f(ac + 3bd) + e(ad + bc) )

_(eac+3bde+3fad+3fbc) )
~ \ fac + 3bdf + ead + ebc

carepare: (5)1(()1(7) = ()1 (5
_ (a(ec +3df) + 3b(cf + ed)
a ( a(cf + ed) + b(ec + 3df) )

_ (aec + 3dfa + 3bcf + 3bed> (+)
~\ acf + aed + bec + 3dfb

Celui qui jettera un coup d’ceil sur () et (%) se
rendra compte qu'il s’agit bien d’'un méme
point dans le plan complexe

orou:[(p) 1 (@) = () 7I(@) T (7)

Donc I'associativité de la loi T est vérifiée .

La Question: 3) b)

Soient (Z) et G) deux points de E

(57 ()= (55

)
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(ax + 3bd)? — 3(ay + bx)?
= a’x? + 9b?y? + 6axby — 3a’y?
= x2(a? — 3b?) — 3y?%(a® — 3b?)
= (a? — 3b?)(x? — 3y?)

((Z),G» €E? © a?—-3b?=1et x?2-3y%=1
= (a®-3b>)(x?2-3y?) =1

= (ax + 3bd)? —3(ay + bx)? =1

ax + 3by
= (ay+bx)EE

= ()G ee

amsi = v((5).G)) e85 (1) e

C-a-d que la loi T est une loi de composition
interne dans E. Autrement-dit, I'ensemble E est
stable parlaloi T.

— 3b?%x? — 6axby

La Question: 3) c)

On a T est une loi de composition interne dans
E et cette loi est associative dans I'ensemble E.
pour que E soit un groupe il suffit de vérifier les
assertions suivantes : I'admission d'un élément
neutre dans E et tout élément de E admet un
symetrique dans E.

L'élément neutre :

Soit (%) I'élément neutre de la loi Tdans E .
mors:v () eE 5 (3)7(5) = (5)1G) =)
G () =G) = (55e)=0)

ax + 3by = x

xb+ay=y

x(a—1)+3by=0
xb+y(la—1)=0

xb(a—1) +3b%y =
xb(a—1)+y(a—1)2=0

32y —y(a—1)>=0
—y(a?-3b*)+2ay—y =0

car (a> —3b?) =1

=

0

—y+2ay—y=0;
a=1

b=0

()@ =("oer1y )=0)

Loyl

Inversement :
©76) =" 0 Y)=6)
Ainsi ((1)) estI'élément neutre de la loi T dans E .

La symétrie :
(X .
Soit (y) un élément de E.

Et soit (;:) son symétrique dans E.
= ()7()=0)G) =)
)16)=0)

= (
{xx’+3yy’ =1

xy'+yx' =0

yxx' +3y%y' =y
x2y' +xyx' =0

3y?y' —x%y' =y

-y (x* -3y =y
-y =y

y' = —y ainsi x' = x

() ) €E car x? =3(-y)? =1
1) =00 )-0
)6 =(522)-0)

Donc tout élément (;) dans E admet un seul

L [

Inversement :

symétrique (_xy) dans E.

Finalement : On conclut que (E,T) est un groupe
abélien (commutatif). il est commutatif carla
loi T est commutatif dans E.

[G)1(@) = (e oe) = @1 )]

La Question: 1) a)

1¢7¢ Méthode : la décomposition en facteurs
premiers : les nombres premiers dont le carré
est inférieur ou égal & 109 sont 2,3 ,5et 7.

Et on remarque que 10?9 n’est pas divisible par
aucun de ces nombres. Alors 109 est un
nombre premier. De méme, pour 226 = 2 x 113,
les nombres premiers dont le carré est inférieur
ou égala 113sont 2,3, 5et 7. Onremarque
que 113 n'est pas divisible par aucun de ces
nombres, Alors c'est un nombre premier.
D'oU:226 A109 =2x113A109 = 1.

C-a-d que 226 et 109 sont premiers entre eux.
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2¢me Méthode : I'algorithme d’Euclide

236 1(2’9 — [226A109 = 109 A 8]
129 183 — [109A8=8A5]

g’ i —

g i = [A3=3A2

2 i = [BArz=2A1

(2) ; = [2A1=1A0=1]

D'oU 226 A109 =1
c-a-d que 226 et 109 sont premiers entre eux.

Rappel : une équation ax + by = c est résoluble
dans Z? si et seulement si (a A b) divise le
nombre c . On a 226 A 109 = 1 divise bien le
nombre 1 . Alors I'équation 109x — 226y = 1
admet des solutions dans 72

La Question: 1) b)

Revenons & nouveau d ce mouton qui est
I'algorithme d'Euclide pour détecter une
solution particuliere de I'équation (E)

236 1(2’9 — [8=226-2x109] = (1)
109 8 — —

Y |5=109—13 x 8| » (2)

g i‘ — [B=8-5x1] = (3)

;‘ i — [R=5-3x1]= (4

?1’ i = [1=3-2x1| (5

2 1 ,

0 2 = ['mnot gonna need that « (6)

(5) = 1=3-2x1

1=3—-(5-3x%x1)x1; selon(4)
1=2%Xx3—-1x%x5 ; Simplification
1=2%x(8-5)—5; selon(3)
1=2%x8—-3x%x5; Simplification
1=2%x8-—3(109—-13 % 8) ; selon (2)
1=41%x8-3x109 ; Simplification

L

= 1=41x%(226—2x%109)—3x 109 ; selon (1)
= 1=41x226—-85x%x109 ; Simplification
= 109(—85) — 226(—41) =1 ; Réorganisation

Ce qui veut dire que (—85,—41) est une solution
particuliere de I'équation (E). Soit (x,y) une
solution de (E) et partons du systéme suivant :

{ (x,y) est solution de (E)
(—85,—41) est solution de (E)

{ 109x — 226y = 1
109(—85) — 226(—41) = 1

On effectue la soustraction entfre ces deux
égalités on trouve :

109(x + 85) — 226(y +41) = 0

c—a—d : 109(x +85) = 226(y +41) ()
D'apres (x) on remarque que 109 divise le
produit 226(y + 41), mais d'apres Gauss, 109 et
226 sont premiers entre eux. Alors 109 divise

(y +41). ll existe alors un entier relatif k’ tel que
y+41 =109k’ .0oU encore y =109k’ — 41 .

On remplace dans (x) on trouve x = 226k’ — 85.
un petit changement de variables accomplira
la tache, on pose ainsi k' = k + 1 On trouve :

{x = 226k" —85 = 226(k + 1) — 85 =[226k + 141
y =109k" —41 =109(k + 1) — 41 =109k + 68

Ainsi, On a pu montrer I'implication directe
suivante : Si (x, y) est solution de (E) , Alors elle
s'écrive sous la forme (226k + 141 ;109k + 68).

Inversement,

Montrons que tous les couples de Z? qui
s'écrivent sous la forme (226k + 141 ; 109k + 68)
sont des solutions de I'équation (E) . En effet :

109(226k + 141) — 226(109%k + 68)
= 24634k + 15369 — 24634k — 15368

= 15369 — 15368
=1

Finalement : I'ensemble des solutions de
I'équation (E) est défini implicitement par :

S ={(226k + 141 ; 109k + 68) € Z?> ; avec keZ}
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La Question: 1) c)

Soit (d,e) = (141 + 226k ;68 + 109k) ; avec kel

d e N*

< <
d <226 = 0< 141 + 226k < 226

—-141 226 — 141

— < Kk <
226 sks= 226

-0,62 <k <0,37
k e NN[—0,62;0,7]
ke{0}

k=0

{d= 141 + 226k = 141
e =68+ 109k = 68

U

U A

La Question : 2)

Les nombres premiers dont le carré est inférieur
ou égal a 227 sont?2,3,5,7,11 et 13. On vérifie
aisément que 227 n'est pas divisible par aucun
de ces nombres premiers. Donc 227 est un
nombre premier.

La Question : 3) a)

A={0;1;2; --;226}

f:A4Am— A
a — f(a)=a'®[227]

g: A — A
a — g(a) =a'*1[227]

g(f(0)) = (f(0)**[227] = (019°)**[227] = 0[227]
D'ou: g(f(0)) =0
La Question: 3) b)

Soit a un élément de A\{0}. On a 227 est un
nombre premier, et il est premier avec a.

sinon, on aura : ou bien 227 divisera a qui est plus
petit que lui, ou bien a divisera le nombre
premier 227 avec a # 227 ®. Alors a A 227 = 1.
D'ou, & I'aide du théoreme de Fermat,

On conclut que : a??7"1 = 1[227].

C-a-d que : a??° = 1[227]. ©

La Question: 3) c) Soita un élément de .

9(f(@) = (f(@)'*'[227]

= (al99)141[227]

= ¢109%141[227]

= al%226¢[227] ; selon1)c)
a(a??0)¢[227]
= a(1)¢[227] ; selon3)b)
=a[227] D'oU:g(f(a))=a

De méme : f(g(a)) = (g(a))109[227]

= (1%1)109[227]
= ¢141x109[227]

= q1+226¢227] ; selon1)c)
a(a??%)¢[227]

a(1)¢[227] ; selon 3)b)
=al227] D'oU: f(g(@) =a

La Question : 3) d)

f et g sont deux bijections de A dans A.
I'une est I'inverse de |'autre.

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

e e
I = f (x2) - (Inx) dx = [uv]¢ —f v-u'dx
1 0 T 1
[x3 In x]e f"’ <x3> (1) 4
= - — (=) dx
3 [, 1 \3/)\
e

_e3 1[x3]
3 313 )

La Question: 1) b)

e e
oa = [ G2 @aP* dx = fuolt - [ vewdn
1w u 1

_ [#*(nx)P*? ¢ e (x3\ ((p + D(Inx)?
- L G

3

e p+1>f32
= _([=—— In x)?
3 ( 3 1x(nx) dx

_e3 <p+1)1
3 3 )P
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La Question: 1) c)

I_e3 (1+1)1 e3 2+1

273 3 )1 13_?_( 3 )IZ
e’ 2(2 3+1) e’ 5e3+2
“3730W0% "9 73727 T27
63 483 2 _4€3+2
~3 7727 27 27
_563—2

27

La Question : 2) a)

1<x<e 0<lhx<1
0<(nx)P<1; p=>1
(Inx)P(nx—1)<0
(Inx)P*1 — (Inx)? <0
(Inx)P*! < (Inx)P

x2(Inx)P*! < x%(Inx)?P
e e

j x?(Inx)P* 1 dx Sf x?(Inx)? dx
1 1

L/ I I I A

car 1 < e et la continuité de x*>(In x)? est vérifiée
= Ip+1 < Ip , P =0

= la suite (Ip) est décroissante
p=1

La Question : 2) b)

Soitxunélémentde [l,e] = 1<x<e
= 0<lnx<1
= lim(lnx)? =0
poo
car c'est une suite géométrique (q™)

dont la raison q est inférieure strictement
alenvaleur absolue [Inx| < 1

= limx?(lnx)? =0
poo

On a aussi les fonctions x?(In x)? sont toutes
continues. et cette suite de fonctions converge
vers la fonction continue 0 donc :

e

lim | x?(Inx)? dx :f

p
<lim x?(In x)p) dx

e
C—a—d: lim(Ip)zf 0dx =0
poo 1

Le Quatrieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

. _ . 2 _
x_)lgnlﬁg(x) = x—}%zn1)+(1 +x°—2x(1+x)In(1 + x))

= lim (1+(t—1)2—2(t—1)tlnt)=2

t—0*

t=x+1 t 50" £ 0+

1 0

lim g(x) = xl_i)r&g(l +x%2 = 2x(1+x)In(1 + x))

X—+00

1 1
= lim x? <—2+ 1 —2<—+ 1>ln(1 +x)>
x—>+oo/x‘ / 7—/
0 0 +eo

= (+0)(0+ 1 —2(0 + 1)(+))
= (+) (=)

= —00

La Question: 1) 2)

La fonction g est dérivable sur |—1, +0[ comme
étant une composition de sommes et produits
de fonctions usuelles dérivables sur |—1, +oo].

g9'(x) =2x — ((2x + 2x*) In(1 + x))’

2x(1+ x))

=2x—<(4x+2)1n(1+x)+ (1+2x)

=—(4x+2)In(1 + x)

g® =0 & —(4x+2)In(1+x)=0

& (4x+2) =0 oubien In(1+x) =0

-1
= x=7 oubien x=0
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x -1 ‘71 0 +00
4x + 2 - +
In(1 + x) — — ) +
g'(x) - + -
2 1
g \ / \
0,9 g
y

-

X

La Question : 1) 3)

La fonction g est une bijection de l'intervalle

10, +oo[ dans son image g( 10, +o[) car g est
continue et strictement décroissante sur 0, +oo|.
Selon le tableau ci-dessus On a :

g(10,+0[) = | lim g(x) ; g(0)] = 1—eo,1[

Ainsi g est une bijection de ]0, +oo[ dans |—oo, 1].
c-O-d:Vyel-oo,1[ ; ANxe]0,+o : gx) =y

Comme 0 est un élément de ]—oo, 1] .

Alors il existe un seul antécédent a dans 0, +oo
tel que g(a) = 0. Al'aide d'un petit calcul,
Onaura:g(1)=-077 et g G) =~ 0,64 .

Et on remarque que —0,77 < 0 < 0,64 .

Donc g~1(0,64) < g71(0) < g~1(-0,77) .

carg et g~! sont toutes décroissantes.

Alors %< a<l1

La Deuxiéme partie

La Question: I1) 1)

I - In(1 + x)
xﬁéfnmf@ = edim T2
= lim (Int L
- ti%l+(n )(t2—2t+2>
t=x+1
=) (3)
= (—o00)|—
2
= —O00

x—+o0 \ 14 x?

- Int
= 5T (tz —2t+ 2)

t=x+1
) Int 1
= lim (—) —
tored t/\t—24%
t
1
ox()
+o00
=0x0=0

La Question : Il) 2) a)

(1+x2) (ﬁ) —2xIn(1 + x)
(1 + x2)?

F'G0) =

_14+x%=2x(1+x)In(1 +x)
B (1+x)(1+x2)2

B g(x)
T (14 x)(1 +x2)2

Etant donné que (1 + x2)? > 0 toujours,
et (1+x) >0 pour tout x e ]—1,4+0o[ .
Donc : signe(f'(x)) = signe(g(x)) ; Vxe]|—1,+oo|

x -1 0 I a1 4o
g(x) + ‘ + 1 + + - -
f1(x) + -

f(a)
f
—od 0

La Question : Il) 2) b)

Jesaisque g(a)=0.
donc: 1+a?—-2a(1+a)in(1+a)=0
e 1+a’?=2a(1+a)ln(1+a) (®)

o _In(1+a) In(1+ a)
Ainsi : f(a) = 1+a?2  2a(1+a)In(1+a)
B 1
T 2a(1+a)

La réduction par a est légale ,
carln(1+a) #0 . (iea #0)
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La Question : II) 3) o mln2 ! | mln2

(¢r) e 1=

La Question : 1Il) 2)

On calcule I'aire A du Domaine demandé a
laide de I'intégrale ci-dessous :

Hin(1 + x) L/In(1 + x)
A =j- - =f 2 dx
o | 1+x o \ 1+x
La Troisieme partie Onpose t=arctanx < tant=x
: . dt 1
La Question : I1I) 1) Alors : £ — o dx=(1+x2)dt
dx 14 x?
Pour calculer cette intégrale on aura besoin de —0 o t=0
la formule trigonométrique suivante : B T
=1 & t=-—
tana —tanb 4
tan(a — b) =
1+ tana X tanb L/n(1 + x)
Ainsi 1 A= f T dx
Par un procédé de changement de variables 0 x
T V[
onpose :t=-—x 2 (In(1 +tant
s i _ f (—( . )) (1 + x2)dt
| x=0 & t=- 0 1+x
4 ™
|x=7 :
xX=7 = t=0 =fln(1+tant)dt
L de = —dx 0

(32) < 7
=—- 1 J
In(1 +tanx) =1In (1 + tan - — t)) 8

(n In 2)

= cm
tan —tant 8

=In

1+tan ) tant

—tant y
ln<1+ )
1+tant
_1 ( +tant+1—tant)
n 1+ tant

= ()
n 1+ tant

=1In2 —In(1 +tant)

(c7

T

Donc: I= f4ln(1 +tant) dx
0

NEVER GIVE UP!

0
= Jn (In2 —In(1 + tant)) (—dt)
4

T
= J4(ln2 —In(1 + tant)) dt
0

T

w 7
= (Z) In 2 —f In(1 + tant) dt

0

=(%)ln2—l
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