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EPREUVE DE MATHEMATIQOUES

Exercice | : 2,5pts

Soit z un nombre complexe différent de 1.

@) Comparer|z — 1] et [7—1]. 0,5pt

— o .

"b) Onposez’ = 2= Déterminer |2'|. 0,5pt
‘\' ) zZ=1

On appelle A, B, M et M’ les points du plan complexe d’affixes respectives : 1; —1;z et z".

#¢) Calculer en fonction de zet Z le nombre r = i—f_‘% et en déduire que 7 est réel. 0,75pt
~~d) Démontrer que les vecteurs AM et BM' sont colinéaires. 0,75pt

Exercice IT : 3,75pts ?/;V

Soit (u,) la suite numérique définic sur N par : [‘U-o =0 |

Upps =3, +4

1)) Montrer que (u,,) est majorée par 4.0,75pt
~/b) Montrer que (u,) est strictement croissante.0,75pt -
~f) En déduire que (u,,) converge et déterminer sa limite.0,75pt

2)\15) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: 4 —upy < %(4 —uy).
(On pourra utiliser I’inégalité des accroissements finis) 1pt
beetrouver le résultat de la question 1)c) 0,5pt

Probléme : 13,75pts

Dans tout Ie probléme, (C) désigne la courbe d’équation y = Inx représentant la fonction logarithme népérien
dans le plan rapporté 2 un repére orthonormal d’origine Q et d"unité graphique 4cm.

En annexe est représentée le tracé de la courbe (C) et de la droite (D) d*équation y = x.

Partic A : 2,75pts -

l)é) Déterminer une équation de la tangente (A) a (C) au point I d*abscisse 1. 0,25pt
{b) Etudier les variations de la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par:

fx)=x—-1-Inx 0,75pt
:.c) En déduire la position relative de (€) par rapport a (A). 0.75pm
~2)a) Déduire de la question précédente la valeur minimale prise par x — Inx sur Pintervalle 10 ; +o0[.0,5pt

b) Met N sont les points de méme abseisse x des courbes (C) et (D) respectivement. Déterminer la plus petite
valeur (Exprimée en cm ) prise par la distance MN lorsque x décrit intervalle |0 ; +oo. 03p
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artie B : 6pts

“1) Soit M le point d’abscisse x de la courbe(C). Exprimer la distance OM de I'origine 4 M en fonction

dex. 0,5pt
2) Etude de la fonction auxilinire définic sur 10; +oo[ , par u(x) = x* + Inx
fa) Justifier les limites de u(x) en 0 eten + oo qinsi que le sens de variation de u. 1pt

b) Montrer qu'il existe un réel @ etun seul tel que u(a) = 0. 0,25pt
f.¢) Montrer que @ est comprise entre 0,5 et 1 puis donner un encadrement d’amplitude 1072, 0,5pt
{d) Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.0,25pt
3) Etude de la fonction g définic sur]0; +oof par: g(x) = x* + (Inx)®
2 2
ya) Caleuler g'(x) et vérifier que g'x)= ;u(x)
{b) En déduire le tableau de variation de g. 1pt
4) Déduire des questions précédentes la valeur exacte de la plus courte distance de Porigine aux points de
la courbe (C) et en donner une valeur approchée exprimée en cm en utilisant pour @ la valeur centrale

de I'encadrement trouvée 2 la question 2)c). _ Ipt
_5) Aétant le point d’abscisse a de (€) , démontrer que la tangente en A est perpendiculaire & la droite
* (OA). 0,75pt

Partie C : SptsEtude d’une suite

0,75pt

{.1) Montrer que le réel a définic dans la partie B est solution de I’équation ii(x) = x ot h est la fonction

définie sur 0 ; +oo[ par: h(x) = x —%(x2 + Inx). 0,5pt
42) a) Calculer h'(x) et étudier son signe sur I'intervalle E : 1]. 0,5pt
1 1
5') Prouver que h ([7;_; 1]):: [E; 1] 0,25pt
" . . . 3 1 =
é Calculer h"'(x) et étudier son signe sur ] intervalle [-5 3 1]. 0,5pt
d)("En déduire que , pour tout x appartenant & Pintervalle E, 1] ,ona0 < h'(x) <03 0,5pt
3) On définit la suite (u,) par: up = 1 et pour tout entier naturel, Up4q = h(1ty,).
a) Montrer que pour tout entier naturel, % < u, < 1etque lasuite (uy) est décroissante Ipt
b\)ﬁEn utilisant 'inégalité des accroissements, montrer que I’on a pour tout entier naturel 1,
; 1
lteq — @] < 0,3|un — | puis que Jun — al <3(03)". Ipt
c.)bEn déduire que la suite (u,) converge vers @. 0,25pt

diLDéterminar un entier 71 tel que 4y, soit une valeur approchée de a & 107 5prés et indiquer la valeur 1y,

donnée par la calculatrice (avec 5 décimales) 0,5pt
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES DU MERCREDI 09 JANVIER 2019

EXERCICE | (06.5 points)

NB : Cet exercice propose cing questions indépendantes. Les énoncés I, Il, Ill et IV vous
propose chacune quatre réponse dont une seule est juste. Choisir apres justification la bonne
réponse, Dans I'énoncé V, il vous est demandé de compléter les pointillés par le mot,
I'expression ou le nombre qui convient

l. Le nombre complexe (1 + iv/3)%%5 est: (1pt)
Ri) Un nombre imaginaire pur R,) Un nombre réel strictement positif

9 Rs) Un nombre réel strictement négatif ~ Rq) Egal 3 495 + 495iv/3

I\FI}II. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O ; 4, ¥). L'ensemble des points

= M d'affixe ztels que |z|? +z+ Z=8 est: (1pt)
R;) Une droite ' R,) Une hyperbole
R3) Une parabole R4) Un cercle

. En chimie le « PH » ; potentiel d’hydrogéne est défini par PH = —log[H30 1ol

[H30*] est la concentration en ions H30" exprimée en mol/l d’une solution aqueuse
T et log est le logarithme décimal. Si la concentration d’une solution aqueuse est

divisée par 100 alors (1pt)
R;) Son PH augmente de 10 R») Son PH augmente de 2
R3) Son PH diminue de 10 Rs) Son PH diminue de 2

) TV Soit f la fonction numérigue définie par: f(x) = x ’ . L'équation de 'asymptote

oblique & la courbe de fau voisinage de +oo est : (1pt)
Ry =+d Ry = —x+1
A T
] R} y=x—3 Ra)y =—x—3
=Y, Soit g la fonction numérique définie sur [O,g] par: g(x) = sin’x. Lla dérivée de g
}
T T C’est une foNCtion e ereiesieenn SUN [0,%]. Elle réalise
............ de [0, g] B scoirisiins Sl ssnssstssnsenanavs IESpbmvaR e sut 1051 =
—18 (1Y
) (5) = N (2.5pts)
EXERCICE Il (05 points)
f est une application de C dans C définie par:
f(2)=2*—-2@Q+30)z2 + (-6 + 11z + 7 +1i
1. Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une racine imaginaire pure z; que I'on
déterminera (0.5pt)
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2, 2.1) Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que pour tout z dans C,on a

f(2) = (z-0(az?+ bz +¢) ; (0.5pt)
* 2.2 Résoudre dans C I'équation f(z) = 0. On désignera par z, et z; les autres solutions
telles que |z3| > |z, {0.75pt)

3. Leplan complexe est muni du repére orthonormé (O ; &, 7). A, B et C sont des points du
plan d’affixes respectives z, =_i, Zy=1+1i et zo=3+4]
3.1 Calculer le prodult scalaire AB.AC puis en déduire la valeur de cos (Eﬁ’c‘) (0.5pt)
3.2 Determiner en radian mes (m‘)et la mesure de |'angle orienté (A—'C, A_B‘) | (0.5pt)

4. Si A’ estle milieu du segment [BC]' et G le centre de gravité du triangle ABC. Calculer les

longueurs des segments [AA'] et [AG] (1pt)

5. Sestlasimilitude directe du plan de centre A quitransforme Cen B
w 5.1 Déterminer la transformation complexe associée 4 S (0.75pt)
; 5.2 Déterminer les autres éléments géométriques de S {0.5pt)

PROBLEME (08.5 points)

On donne la fonction numérique f définie par flx) = ;-j—_-;— In (%) et (Cy) est sa courbe

représentative dans un repére orthonormé 0,37

1. Montrer que I'ensemble de définition de f est Dy = ]—o0,—1[ U ]1, +oo[ (0.75pt)
2. . 2.1) Calculer les limites de f en —oo et + oo i e e (1pt)
(2.2) Montrer que lim,._,,+( f(x)) = —o (0.5pt)
-5 2.3)Justifier que pour x € ]—co, —1[, f(x) = xi? A4+ (x-1I(-x-1)+
(x + Din (—x + 1)] puis en déduire la limite de f lorsque x tend vers =1~ - (1pt)
3. Montrer que f est dérivable sur Dy et que f'(x) = .- B (1pt)
T RME T (x+1)?(x-1) ,
4. Déterminer le sens de variation de f et dresser son tableau de variation (1pt).
5. 5.1) Montre que I'équation In (3:—1) = ;% admet une unique solution @ € ]—1,6, -1,5]
{1pt) _
' 5.2) Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x (0.75pt)

6. On désigne par g la restriction de fa I'intervalle [—3, ~1[ et on admet que g réalise une

bijection de [—3, —1[ vers ]—oo, —% + 1n2]

v, 6.1 Dresser le tableau de variation de g~* {0.5pt)
"16.2 Construire les courbes de f et de g1 sur le méme graphe (1pt)
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