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c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh)…¦J)ÉC     )3,25     نقطة(  

• ( )( )2 , ,+ ×M حلقة واحدية. 

• ( )( )2 , ,.+M فضاء متجهي حقيقي. 

• ( ), ,+  .جسم تبادلي ×

: نضع  •
1 0
0 1

I ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  و  =
0 3
1 0
3

J
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
−

)  و    ) ( ) 2
3

, / ,1
3

a b
E M a b a b

b a

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭

= = ∈
−

 . 

): لاحظ أن  )1,0I M=    و( )0,1J M= .  
  :لدينا  -أ.  1

 E ): ، لأن  ∅≠ )0,0
0 0
0 0

M E⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ∈. 

 ( )2E ⊂M . 

)وليكن Eعنصرين من  Bو Aليكن  ) 2,α β )        :إذن .  ∋ ) ( )2, ,/a b a bA M∈∃ =    

                                                                                 ( ) ( )2, ,/a b c dB M∈∃ =   

    
( )

( )

3 3 3
1 1 1
3 3 3

a b c d a c b d

b a d c b d a c
A B

α β α β
β

α β α β
αα β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +
+ =

− − − + +
=+  

                                                                              ( ),a c b dM EA B α β α βα β + += ∈+  

)وبالتالي فإن         ), ,.E )فضاء متجهي جزئي من الفضاء المتجهي الحقيقي   + )( )2 , ,.+M.  

)لنبين أن - ب   ),I J أساس في الفضاء المتجهي الحقيقي( ), ,.E + :  

)لكل   ),a b لدينا  2من ، :( ), 1 0
0 1

0 3
1 0
3

a b a b aI bJM
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = +
−

)إذن .  ),I J  أسرة مولدة

 .Eللفضاء الحقيق
 ( ),I J حرة في أسرةE  لكل :  ، لأن( ),a b لدينا 2من ،:   

                   ( ) 0 0, 0
0 0

0 0
3

1
3

a b a baI bJ M
a b

b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = ⇒ = =+ = ⇒ ⇒ −  

)وبالتالي فإن         ),I J  المتجهي الحقيقيأساس في الفضاء( ), ,.E )، و  + ){ }2/ ,E a baI bJ= ∈+.  
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)ليكن . 2 ){ }* \ 0,0ME E=  . نعتبر التطبيقf نحو  *المعرف من*E  بما يلي:  

     ( )
* *:

,
f E

a ib M a b
→

+
  

Aنعتبر  - أ   aI bJ= Bو + cI dJ=   .Eعنصرين من +

2:                      لدينا       
0 3 0 3 0 1
1 1 1 00 0
3 3

IJ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
= × = = −

−− −
   

):    إذن        ) ( ) ( ) ( ) ( )2aI bJ cI dJ acI ad bc J bdJ ac bd I ad bc J EA B + × + = + + + = − ++ ∈× =.  

)جزء مستقر من  Eوبالتالي فإن        )( )2 ,×M.  

)             :ملاحظة        ) ( ) ( ), , ,M a b M c d M ac bd ad bc× = − +  

)إذا آان  - ب   )* 2/ ,z a ib a b= + ∈ ):، فإن  ∋ ) ( ) *,z M a b Ef =   .تطبيق معرف fومنه فإن.  ∋

)ليكن  )* 2/ ,z a ib a b= + ∈ )و   ∋ )* 2/ ,z a ib a b= + ∈ ∈′ ′ ′ ′  :لدينا .  ′

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

, ,

z z f aa bb i ab a b

z z M aa bb ab a b

z z M a a M b b

z z f z f z

f
f
f
f

× = − + +′ ′ ′ ′ ′

× = − +′ ′ ′ ′ ′

× = ×′ ′ ′

× = ×′ ′

  

)تطبيق تشاآلي من fومنه فإن   )نحو  ×,*( )*,E ×   .  

A*نعتبر   E∈  . بما أن( ),I J أساس في الفضاء المتجهي الحقيقي( ), ,.E  : فإن   +

( ) ( ) ( )2, ,! /a b a b f a ibA aI bJ M∈ = +∃ = + A*ولدينا.  = E∈  . إذن*a ib+ ∈  .  

): وبالتالي فإن              )* *: / z AA E z f =∀ ∈ ∃        .تطبيق تقابلي fإذن.  ∋

)من تقابلي  تشاآل f      :خلاصة         )نحو  ×,*( )*,E ×  .  

  : لدينا . 3
 ( ), ,.E ): إذن . فضاء متجهي حقيقي  + ),E  .  زمرة تبادلية +

 E جزء مستقر من( )( )2 ,×M  و( )( )2 , ,+ ×M  ومنه نستنتج أن . حلقة واحدية: 
   . Eتجميعي في ×القانون  
  . Eفي  +توزيعي على القانون ×القانون 
 I في ×هو العنصر المحايد بالنسبة للقانونE . 

)وهذا يدل على أن            ), ,E +     .حلقة واحدیة ×

)من تقابلي  تشاآل fلدينا  )نحو  ×,*( )*,E  :، إذن  ×

 بادلي فيت ×القانون   :، ولدينا E*بادلي فيت ×القانون يستلزم  أن  ، * 0 0 0A E A A∀ ∈ × = × = . 
 .   Eقانون تبادلي في ×إذن 

)بما أن   )من تقابلي  تشاآل fزمرة تبادلية و  ×,*( )نحو  ×,*( )*,E )، فإن  × )*,E  .زمرة ×

:وبالتالي فإن 
  ( ), ,E +   .     جسم تبادلي ×
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3Jالمعادلة  Eلنحل في. 4 X I×   : لدينا .  =

                             
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 3 1

31 1 1

3

3

J X f I

f J f X f I

J X I

J X I

f − −

− − −

× =

× =

× =

× =

⇔

⇔
                                                     

): وبما أن      ) ( )( )1 1 0,1 0 1J M i iff − −= = + × )و   = ) ( )( )1 1 1, 1 10 0I f M if − −= = + × = .  

)و                   )1 X zf −   :، فإن المعادلة السابقة تصبح  =

{ }

3 3

3

3 3

3

3

1

1

1, ,

J X I iz
z i
z i

z
i

zJ X I j j
i

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

× = ⇔ =
⇔ = −
⇔ =

⇔ =

× = ⇔ ∈

  

1حيث      3
2 2

j i= − 1و   + 3
2 2

j i= −   : إذن .   −

{ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

3

3

, ,

, ,

J X I z i ij i j

J X I X f z f i f ij f i j

× = ⇔ ∈

× = ⇔ = ∈
  

):                                                                                   ولدينا       ) ( )
0 3

0,1 1 0
3

i M Jf
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =
−

           

): و                                                                )
3 3

3 1 3 1 2 2,
2 2 2 2 1 3

22 3

f ij f i M

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
= − − = − − =

−
   

): و                                                                     )
3 3

3 1 3 1 2 2,
2 2 2 2 1 3

22 3

f i j f i M

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= − = − =  

3Jوبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة     X I×   : هي   Eفي =
3 3 3 3

0 3
2 2 2 2, ,1 0 1 3 1 3

3 2 22 3 2 3

S

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞ − − −⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎪ ⎪⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

=  
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c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh„J)ÉhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhKV)C     )3,75     نقطة())

  . ∋a*ليكن 
I  . المعادلة  نعتبر في المجموعة :     ( ) ( )2 0:G a a i z a iaaiz + + − − − = .  

)مميز المعادلة  -أ. 1  )G  هو :  

( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

22

2

2 2

2 2

2

2

4 4

4

2 4

2

ac a a i i a iaa

a i a i

a i a a i a a a i

a i a a i a

a i a

a a i

a

b

a

− = + − − − −

= − + − −

= − + − + − −

= − − − +

= − −

= − −

∆=

∆

∆
∆

∆

∆

  

)مميز المعادلة  -ب    )G  هو( )2a i a= − )إذن للمعادلة.  ∆− )G  حلين عقديين هما :  

       
( ) ( )

1
2

2 2
i a

a a i a a i a
i i

z
− + − + − − −= = و    =

( ) ( )
2 12 2

2 2
ia

a a i a a i a i
i i

z +
− + − − − − − += = =.  

)ومنه فإن مجموعة حلول المعادلة         )G  هي :{ },1S i a ia= + .  

2                                                                         .1aa i أو a ia⇔ = = + a   حل للمعادلة( )G  

                            

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1

1
2
1

a i m a m a i e a
i

a

e

a m a i

m a

e

e

أو a
أو a

+ ℑ ℑ + ℜ
−

ℜ

=ℑ +

=ℑ

ℜ

⇔

⇔

ℜ

= =

=
⇔

   

II. المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر( ), ,O u v  . نفترض أن :( ) ( )a m ae ≠ ℑℜ .  

    A وB وC  نقط ألحاقها على التواليa  وai  1و ia+ .  

: نضع . 1 
( )
( )
1 ia a

i a a
Z + −

−
= .  

:      لدينا  -أ   
( )
( )

( )
( )

( ) ( )11 1i i a i ai a aia a a i i
i a aia a i a i ai a a

Z
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

− − +− −+ − − −
= = =

−− − − +−
=.  

c                                                                - ب   A

B A

z z
z z

−⇔ ∈
−

 A وB وC   نقط مستقيمية.  

                                                                               Z ∈⇔  
                                                                                    ZZ⇔ =  
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( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

1 1

1 1

1 1 1 0

1 1

1
1
1

2
2

2

1
2

ia a i a i
i a ai a a

ia a i a i

a i i a i

i a a i

ia a
i

i
i m a

i m a i

m a

+ − − −
⇔ =

−−

⇔ + − = − −

⇔ + − − − + =

⇔ − − = − +

+⇔ − =
−
+

⇔ ℑ =

⇔ ℑ =

⇔ ℑ =

  

): نفترض في هذا السؤال أن . 2 ) 1
2

m aℑ ≠  .  

)ليكن:   تذآير     ),R θΩ  الدوران الذي مرآزه( )ωΩ وزاويتهθ . ولتكن( )zM  و( )M z′   .نقطتين من المستوى العقدي ′

( )( ) ( ), 1i iM M z eR z e θ θθ ω=Ω ′ + −⇔ =′  

2وزاويته  Aالدوران الذي مرآزه  1Rنعتبر     
π− 2وR الدوران الذي مرآزهA 2وزاويته

π .  

): نضع     )1R B B=  و ′ ( )2R C C= ⎡BCمنتصف القطعة  Eلتكن النقطة .   ′ ⎤⎣ ⎦ .  

): لدينا -أ  )1R B B= ):              ، إذن  ′ ) ( ) ( )2 21 1 1i ib e b e i a aa i i a i a
π π− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − =− + + = + +′. 

 :ولدينا    ( )2R C C= ):، إذن ′ ) ( )2 21 1 1i ic e c e a i i i ia i a i a a ia a
π π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − = + + − = − + − = −′  

⎡BCمنتصف القطعة  Eلدينا   - ب ⎤⎣ ): إذن . ⎦ ) 2
1
2

b ce i aaff aE i++ += = =.  

,:     إذن         arg 2c bAE B C
e a

π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−′ ′≡′ ′
−

.  

:     ولدينا       
( ) ( ) ( )2 1 22 2

1 1 2 1 2
2,

2 2
2

i ia a ia a i ia i a ai ia a a i
i a ia ia i a a ia i a aa

c b
e a

π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− − + + + + −− − −= = = = =
+ + + + − + + −−

−′ ′
−   .  

,: إذن       2
2

AE B C π π⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≡′ 2Bو     ′ C c b

AE e a
−′ ′ ′ ′= =
−

)  : إذن.  ) ( )B C AE′ ′ 2B و ⊥ C AE=′ ′ .  
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c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh„J)ÉW„KV)C     )3     نقطة())

I .نعتبر في المجموعة  ):                المعادلة التالية  2 ) : 35 96 1E u v− = .  

35: لدينا . 1   11 96 4 385 384 1× − × = − )إذن .  =  حل خاص للمعادلة 11,4( ( )E .  

35:   لدينا . 2   11 96 4 1× − × 35: أوليان فيما بينهما  35و 96، نستنتج أن  Bezoutحسب. = 96 1∧ = .  

                                                                                                         
                                                ( ) ( ) ( )35 11 96 4 iu v− = −⇔  

                                                                          ( )35/96 4v −⇒  

                                                                               35/ 4
Gauss

v⇒ −  

                                    ( )/ 4 35 iik v k⇒∃ ∈ − =  

                                                   / 4 35v kk⇒ =∈ +∃  
)نعوض نتيجة العلاقة       )ii في العلاقة( )i  فنجد ،:( )35 11 96 35u k− = 11: أي .  × 96u k− 11يكافئ  = 96u k= +  

)وبما أن الأزواج      )11 96 ,4 35k k+ k، حيث  + )، تحقق المعادلة ∋ )E  فإن مجموعة حلول المعادلة ،( )E  هي:  

( ){ }11 96 ,4 35 /S k k k= + + ∈  

II .المعادلة التالية  نعتبر في المجموعة  :( ) 35 2 97:F x ⎡ ⎤⎣ ⎦≡ .  

)حلا للمعادلة xليكن.  1  )F .  
  : لدينا  - أ    

  
2نتوقف إذا آان (      .عدد أولي   97إذن          97p qأو   < p< ( 

97لبكن           x d∧ 1d: عدد أولي  ، ومنه فإن   97و   97d/إذن .  = 97dأو  = 97d: نفترض أن .  = = .  
97: إذن         97x∧ 790x: أي  x/97: وعليه فإن .   = ⎡ ⎤⎣ :وهذا يستلزم  ≡⎦

 
35 0 97x ⎡ ⎤⎣   :   ولدينا.  ≡⎦

      35 2 97x ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 :إذن .   ≡ 2 97⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

}و   ≡ }0,2 0وهذا يشير إلى أن . ∋97,...,0,1,2   .وهذا تناقض. =2

97: وبالتالي فإن          1x∧   .أوليان فيما بينهما xو  97. =
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97: لدينا  - ب   1x 96: حسب مبرهنة فيرما ، لدينا . عدد أولي  97و  ∧= 971x ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

≡ .  

35: بما أن   -جـ  2 97x ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

): ، فإن  ≡ )11 1135 2 97x ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

): أي .  ≡ ) 11: 385 2 97i x ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≡ .  

96=385: ولدينا         ): إذن .  ×4+1 )4385 96 4 1 96x xx = × + = ×    

):        و لدينا        ) ( ) ( )
4 496 96 4 96 3851 97 1 97 97 97x x x x x iixx ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦≡ ⇒ ≡ ⇒ × ≡ ⇒ ≡.  

)من         )i  و( )ii  112: نستنتج أن 97x ⎡ ⎤
⎣ ⎦≡ .  

112:   عددا صحيحا طبيعيا بحيث  xليكن . 2  97x ⎡ ⎤⎣ 35: إذن .   ≡⎦ 11 352 97x × ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

35ومنه فإن  ≡ 3852 97x ⎡ ⎤
⎣   :أي . ≡⎦

    ( )49635 2 2 97x ⎡ ⎤
⎣ 97أولي و  97: وبما أن . ≡×⎦ 2 1∧ 962:  ، فإنه ، حسب مبرهنة فيرما ، لدينا  = 1 97⎡ ⎤

⎣ ⎦≡.  

 :إذن      ( )4962 1 97⎡ ⎤
⎣ 35:  ومنه نستنتج أن  ≡⎦ 2 97x ⎡ ⎤

⎣ )حل للمعادلة  x: أي .    ≡⎦ )F .  

): لدينا . 3 ) 11 972F x ⎡ ⎤
⎣ ⎦⇔ 112: وبما أن .   ≡ 2048 97 21 11= = × 112: ، فإن  + 11 97⎡ ⎤

⎣ ⎦≡ .  

):                  وبناء عليه فإن      ) 11 97 / 11 97F x k x k⎡ ⎤
⎣ ⎦⇔ ≡ ⇔∃ ∈ = +.  

c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh„J)ÉvhhhhhhhhhhhhhhhRJc)C     )10     نقط(  

I. لتكن  f الدالة العددية للمتغير الحقيقي x المعرفة على  ):        بما يلي  + ) 22 xf x x e −= − .  
     
)وليكن    )C المنحنى الممثل للدالةf  في معلم متعامد ممنظم( ), ,O i j .  

)  - أ. 1 )( ) 2

2 0lim lim limx t

x x t
ef x x e −

→+∞ →+∞ →−∞
−− = − = 2t:  حيث  = x= و      −

x
t

→+∞
→ −∞ .  

)ومن نستنتج أن         )C 2، معادلته    ∞+يقبل مقاربا مائلا ،  بجوارy x= .  

xليكن    - ب   )  : لدينا .  ∋+ ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 1 0x x xx x e xe ef − − −′
= − = + = + >′ .  

  
⎡,0متصلة وتزايدية قطعا على المجال f: لدينا  -جـ  ⎡⎣  :إذن .  ∞+⎣ f  1تقبل دالة عكسيةf   معرفة من المجال −

               ( ) ( ) ( )0, 0 , lim 1,0
x

f f xf
→+∞

⎡ ⎡⎡ ⎡ ⎡ ⎡⎣ ⎣ ⎣ ⎣⎢ ⎢⎣ ⎣
+∞ = = ⎡,0نحو المجال − ⎡⎣ ⎣+∞.  

0وبما أن         1,0⎡ ⎡⎣ ⎣∈ )، فإن المعادلة  − ) 0f x ⎡,0في المجال  αتقبل حلا وحيدا  = ⎡⎣ ⎣+∞.  
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): ولدينا        )0 1 0f = − )و  > ) 1 11 1 0ef e
e

− −= − = ):  إذن .  < ) ( )0 1 0ff ×  وحسب مبرهنة القيم الوسيطية ، نستنتج . >

0:    أن        1α< < .  
⎡0,1تزايدية على المجال f -د    ⎤⎣ 0,1xلكل :  إذن .  ⎦ ⎡ ⎤⎣   :، لدينا  ∋⎦

( ) ( ) ( )0, 0x f x f f xx α α α⎡ ⎡⎣ ⎣⇒ < ⇒ < ⇒ <∈  

( ) ( ) ( ),1 0x f f x f xx α α α⎤ ⎤⎦ ⎦⇒ < ⇒ < ⇒ <∈  
( ) 0f α =  

)                              : وبالتالي فإن         ):0, 0f xx α⎡ ⎤⎣ ⎦ ≤∀ ∈  

                                                     ( ):,1 0f xx α⎡ ⎤⎣ ⎦ ≥∀ ∈  

)إنشاء المنحنى. 2 )C      :0,4α ≈   
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II .نعتبر الدالتين العدديتينϕ وg للمتغير الحقيقيx بما يلي  +المعرفتين على:  

( ) 22
0

x tx x e dtg −= −         و               ∫
( )

( )

2

0

1 ; 0

0 1

x tx e dt x
x

ϕ

ϕ

−⎧
⎪
⎨
⎪⎩

= >

=
∫ 

  :الطرقة الأولى     -أ.  1   
0xليكن              نعتبر الدالة .  <

2: xx eζ ⎡x,0دالة متصلة على المجال ζ: لدينا .  − ⎤⎣   ،خاصية القيمة المتوسطةب حس . ⎦

):لدينا               ) 2

0

10,
0

/ x tx c e dt
x

c ζ −⎤ ⎡⎦ ⎣ =
−

∃ ∈ : أي .  ∫
2 2

0
10, / x t cx e dt exc − −⎤ ⎡

⎦ ⎣ =∃ ∈ ∫.  

  :ة نياثالقة یطرال              

): نضع                ) 2

0
:

x tF x e dtx −+ =∀ ∈ ∫.  

          F  ليكن .  +*وقابلة للاشتقاق على +دالة متصلة على*x ⎡x,0دالة متصلة على  F:لدينا .  ∋+ ⎤⎣   وقابلة للاشتقاق  ⎦

⎤x,0على             ⎡⎦ ): حسب مبر هنة التزايدات المنتهية ، نستنتج أن .  ⎣ ) ( ) ( )( )0, 0 0/x x F F c xc F⎤ ⎡⎦ ⎣ − = −′∃ ∈ .  

): ولدينا              )* 2: uF u eu + −=′∀ ):  إذن .  ∋ ) 2cF c e ): ومنه فإن .  ′=− ) 2cF x e x−=. أي:  

            
2 2

0

x t ce dt e x− :  وبالتالي فإن .   ∫=−
* 2 2

0
1, 0, :

x t cx c x e dt ex
+ − −⎤ ⎡

⎦ ⎣∀ ∈ ∃ ∈ =∫ .  

1xمن أجل   -ب       : ، حسب السؤال السابق ، لدينا  =
2 21

0
0,1 / t cc e dt e− −⎤ ⎡⎦ ⎣∃ ∈   :ولدينا .  ∫=

           
22 0 10 1 cec c −< ⇒ << < : إذن .    −⇒

21

0
1te dt− <∫ .  

):لدينا  -أ. 2   ) ( ) ( )2 2 22 2
0 0 0 00

2 t t tf t dt t e dt t e dt e dt g
αα α α α

α α− − −⎡ ⎤⎣ ⎦= − = − = − =∫ ∫ ∫ ∫.( ) ( )
0

f t dtg α
α = ∫  

): لدينا   -ب     ) ( )0
:

x
x f t dtx g+ =∀ ∈   و +قابلة للاشتقاق على g: إذن . +دالة متصلة على fولدينا. ∫

)  : لدينا           ) ( )( ) ( )
0

: 'x
f t dt xx fx g+ = =∀ ∈ ∫′.  

⎡1α,مجالتصلة على المدالة   gنعلم أن -جـ     ⎤
⎣ :و أن  ⎦

 
( ) ( ): 0,1 xx fx gα⎤ ⎡

⎦ ⎣ >=∀ ∈   ة قطعا يتزايد gإذن  ، ′

⎡1α,على المجال         ⎤
⎣ ) :ولدينا .⎦ ) 2 21 12

0 0
1 11 0t te dt e dtg − −= − = − >∫  :لأن ،∫

21

0
1te dt− )و ،∫> ) ( )

0
tf dtg

α
α = ∫  

): أن وحيث           ):0, 0f tt α⎡ ⎡⎣ ⎣ <∈∀ )  : فإن  ،   ) 0g α < .  

)دلة نستنتج أن المعا ،مبرهنة القيم الوسيطيةحسب          ) 0g x ⎤1α,في المجال βتقبل حلا وحيدا = ⎡⎦ ⎣ .  

0xليكن - أ. 3 xt,0و  < ⎡ ⎤⎣    :لدينا .  ∋⎦

         
2 2 2 2 222 2

0 0 0
0 10 x x xx t x t txx t e e e dt e dt x e dt xxet x − − − − −− <− < − < < < < < << < ⇒ ⇒ ⇒ ⇒∫ ∫ ∫ 

                                                                     ( )2 2

0

21 10 1
xx t x x

x
t x e e dt e ϕ− − − << < ⇒ < < ⇒ <∫  

: أن بما        
0

2
1lim

x
xe

+→
− و =

0
1 1lim

x +→
) :، فإن  = ) ( )

0
0lim 1

x
x ϕϕ

+→
=    .0متصلة على اليمين في ϕومنه فإن.=

0xليكن - ب   t الدالتان. < t   و
2tt e ⎡x,0على المجال للاشتقاقن اوقابلت نامتصلت − ⎤⎣    و  1t نامشتقتهما الادالت و ⎦

      
22 tt te ⎤x,0على المجالن امتصلت    −− ⎡⎦   :حسب تقنية المكاملة بالأجزاء ، لدينا . ⎣
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                                 ( ) ( )2 2 2 2

0 0 00

1 1 1 2
xx x xt t t tx e dt t e dt te t te dt

x x x
ϕ − − − −⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

= = × = − × −′∫ ∫ ∫    

                                                           ( ) 22 2 2 22
0 0

1 2x xx t x tx t e dt e t e dt
x

xe xϕ − − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = +∫ ∫  

)                       :فإن وبالتالي         )* 2 22
0

: 2 xx tx x e t e dtxϕ+ − −∀ ∈ = + ∫  

 بما أن -جـ  
22 tt t e ، فإن الدالة +دالة متصلة على −

22
0

x tx t e dt−∫  قابلة للاشتقاق على
  : ، ولدينا +*

* 2 22 2
0

:
x t xx t e dt x e+ − −′⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∀ ∈ =∫  

2xوبما أن الدالتين       
x

و  
2xx e قابلتين للاشتقاق على −

قابلة للاشتقاق على ϕ ، فإن الدالة+*
من xلكلو +*

*+ ، 

)           :لدينا        ) 2 22 22
0

22
0

2
0

2 222 x t x xx t x t
x

t e dt xe
x

x e t e dt t e dtxϕ − −− − −
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′
+= + = − +′ ∫ ∫ ∫   

                                            ( ) 22
2 0

2 22 2
2

2
0

22 22 x tx xx t t e dt
x

xe x exx
x t e dtϕ −− −− ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠
−= − + =′ − ∫∫  

)                        : فإن وبالتالي        )* 22
2 0
2:

x txx t e dt
x

ϕ+ −=∀ ∈ −′ ∫   

⎡0,1الدالة متصلة على المج ϕ نعلم أن  - د   ⎤⎣ ) وأن ⎦ )* 22
2 0
2: 0

x tx x t e dt
x

ϕ+ −∀ ∈ =− <′   تناقصية  ϕ ن، إذ∫

⎡0,1قطعا على المجال      ⎤⎣ ): إذن  .⎦ ) ( ) ( ) ( )0,1 1 0 1 0,1, ,1ϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= = )لأن ⊃ ) 211 0eϕ −   ) -أ -3 : أنظر( <<

0,1: خلاصة       0,1ϕ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⊂  

xليكن - أ. 4 xt,0وليكن .  ∋+ ⎡ ⎤⎣   : لدينا . ∋⎦

                         
2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 2
0 0 0

0

0 1 3

x
x x xt t t t te t e t t e dt t dt t e dtt − − − − ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤− ∫ ∫ ∫  

                          
22

0

3

3
x tt e dt x−⇒ ≤∫  

): لدينا  - ب   ) 22
2 0

* 2:
x tx x t e dt

x
ϕ+ −∀ ∈ =′ و  ∫

2 3
2

0
: 3

x t xx t e dt+ −∀ ∈ ≤∫.  

)                      :إذن         )
3

2
20,1 :

3
2 2
3 3

xx x
x

xϕ⎤ ⎡ ×⎦ ⎣∀ ∈ ≤′ ≤ ≤ .  

x*ليكن  -جـ   : لدينا  . ∋+ ( ) ( )2 2 22

0 0 0

21 00x x xt dt t dt t dtx x e x e x e
x

xx gϕ − − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ − == ⇔∫ ∫ ∫.  

): فإن وبالتالي        ) ( )* : 0x x x g xϕ+∀ ∈ = ⇔ =.  
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)نعتبر المتتالية العددية . 5 )n nu
∈

  : المعرفة بما يلي  
  
  
  

0nمن أجل      - أ   0، لدينا  =
2
3u 0 :إذن .  = 10 u ≤≤ .   

10نفترض أن .  ∋nليكن   nu 1ونبين أن  ≥≥ 10 nu + ≤≤ : 

): لدينا  )0,1 0,1ϕ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ): إذن . ⊃⎦ )0,1 : 0 1x xϕ⎡ ⎤

⎣ ⎦∀ ∈ ≤ 10وبما أن . ≥ nu 1، فإن ≥≥ 10 nu + ≤≤.  

: : ه حسب مبدأ الترجع ، لدينا وبالتالي فإن  0 1nn u∀ ∈ ≤ ≤. 

⎡0,1من المجال xيكنل - ب   ⎤
⎣ a,نعتبر المجال،  ⎦ b⎡ ⎤⎣ )حيث  ⎦ )min ,a x β= و( )max ,b x β= .  لدينا: ϕ  تصلة علىمدالة   

a,المجال        b⎡ ⎤⎣ a,وقابلة للاشتقاق على المجال  ⎦ b⎤ ⎡⎦   : بحيث  cسب مبرهنة التزايدات المنتهية ، يوجد على الأقل عدد حقيقيح .  ⎣

      a c b< )   و      > ) ( ) ( )( )x c xϕ β ϕ βϕ − = )       : أي  .  ′− ) ( ) ( )( )x c xϕ β ϕ βϕ − = −′.  

): ولدينا         ) 0g β ): إذن .  = )ϕ β β=  . ومنه فإن :( ) ( )( )x c xβ ϕ βϕ − = −′.  

0: أن وبما         1a c b< < < ): ، فإن > ) 2
3

cϕ ) : حصل علىنثم . ′≥ ) ( ) 2
3

x xx c ββ βϕϕ − ≤ −− = ′.  

)                                 :  إذن         ): 20,1
3

x x xβ βϕ⎡ ⎤⎣ ⎦∀ ∈ ≤ −− .  

0,1nu: لدينا .  ∋nليكن         ⎡ ⎤⎣ ): إذن .  ∋⎦ ) 2
3n nu uβ βϕ ≤ 1: أي . −−

2
3 nnu uβ β+ ≤ −−.  

1: فإن  منهو       
2:
3 nnn u uβ β+∀ ∈ − ≤   : ولدينا  .−

  
  زالد الاختبع، و طرفبطرفا   ،يالوعلى الت ،السابقة وتاتفامتال طرفي ربضبعد  وذلك

  

( )
0

1

2
3

;nn

u

u u nϕ+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

=

= ∈
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0                                               :ولدينا       1 0 12
3u β β − ≤− −= ≤      

  
  

:2  :فإن ي ـــــــوبالتال      
3

n

nn u β ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤    

  .بالترجع نتحقق من هذه العبارة و      

:2: لدينا  -جـ  
3

n

nn u β ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − و  ≥
2 1
3

1 <− 2lim إذن . > 0
3

n

n→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)وحسب مصاديق التقارب، فإن. = )n nu
∈

   

β .                        limمتقاربة نهايتها متتالية         nn u β→+∞ = .        

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 


