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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat

Exercice 1

Session principale 2017 Section : Mathématiques

1) (fﬁ?ﬁﬁ)z(fﬁ?ﬁ)ﬂﬁ?ﬁﬁ)[%].

A
AQJ est un triangle rectangle en J tel que (AQ, AJ)=—[2x].

T
12

Alors (mi\ﬁ)z(ﬂ?ﬁ)—(@?ﬂ)[Zn]zg—i[Zn]

12

DAQ est un triangle isocele (direct) en D tel que (AQ, AD)=(AQ, AJ)[2n] 511 [2n].

A A P Y === M M
Alors (QD, QA)=(AQ, AJ)[2n] EE[Zn]. Par la suite (QJ, QD)=—-— - —

—/\—u
Donc R edt la rotation de centre Q d’angle % car 2(QJ, QD)= 23—n[2n].
b) -F =R(J) d

-(sTF?m)E

3) a) f(J):hoR(J):h(F):I.
b) festla com
f(Q)=hoR

f(J)=1 et

Remarques :

* f=h o R donc I'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(

* hetRontle

c) Le triangle @A\l est rectangle et isocéle enl % = sin(Ej = Q

Le triangle €

sin j V3
J&Z
«f(J) =1 . Dong le rapport de f est égal a Qo _ ol OA V2 242 2

4)a). g est une 3
.fo S(QJ) (S

doncfoS

2 12 12

Q)=h(Q)=Q. AlorsQ est le centre de f.

A
QJ,Ql)= 2 [2n] donc f est d'angle 2

£n
3
méme centre QQ alors Q estle centredef=ho R.

4) 2

ol oF)= 2" ol o, T, Ty 2n
pnc(QJ , QF ) = 3 [2n], de plus (QJ, Ql) = 3+12+4[2n]_ 3 [2n
— N N 2n 2n
QF , QJ)+(QJ, Ql)[2x] = —?+?[2n] =0[2r] donc Fe[Ql).

27:] = §[2n].
2) a) R estla composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants au poi

Nt O

—

posée d’une homothétie et d’'un déplacement donc f est une similitude directe.

F) =1 et Fe[Ql).

AN
JAest rectangle en JetQAJ :%, donc QA _ L 2

Ol OA Q) 2 3B-1 3-1
imilitude indirecte telle que g(Q)=Q et g(J) =I.
st la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement

=3 +1.

S(ay) )

On vérifie f:

citementque f o S {2 = et foS o) (9=t

aJ) est une similitude indirecte. (S(QJ) est une similitude indire :te).

Ainsi g etfo S(QJ) sont deux similitudes indirectes ‘qui coincident en deux points
distincts donc g=f o S(QJ).

b).Méthode1:

g=fo S(QJ) et S(QJ) est une similitude indirecte de rapport 1.

Donc le rapport de g est celui de f c'est a dire V3 +1.

-Méthode?2: g(J) =I alors le rapport de g est g% =3 +1.
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AN
c) g J) =| donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de l'angle 1QJ.

ﬁ/\_b
Or | QJ,QD (=

Ainsi I'axe de g

N
QD, QI |[2r],alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieu
est la droite (QD).

N
re de l'angle 1Q2J.

d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport J3 +1et d'axe (QD) donc la forme
réduite de gest g= h( N 1) o] S(QD) S(QD)oh(Q N )

h est ['hom othi

Ou bien: g=f

e) K est un point

*h (K) =K eth
* Le point K’ es

paralléle a la

hdl

=3 +1.

Doncg =ho S
F QJ

O S(QJ) ZhOROS(QJ) ZhOS(QD)OS(QJ)OS(QJ) = hOS(QD).
h(K).

de I'axe de gdonc K'=g(K)=ho S(QD)(K)
(F)=1

t donc le point d’intersection de la droite (QK) avec la droite pa

droite (FK).

INE

iy

Exercice 2
1
1)a)EC| 1
=

; EI

0
1
—1

0
d'ou ECAED| 1
1

0
or AH| 1
1

) donc EC AED = AH.

(@D)

ssant pat | et

b) L’aire du triangle ECD est égale a :

1 E =) 1 — V/E
TEC A B A TAR
0

c) Le volume du tétraédre AECD est: v = %‘(E N ﬁi)ﬁ‘ Avec EA| 0 , On trouve v =%

2) a)s C<(AC)

-1

~(DCG) d'ott h(C) e h(AC) ~h(DCG).

h(AC)=(AC) car le centre de h appartient & (AC) et h(DCG) est le plan passant
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par M et paralléle au plan (DCG).
Comme (AC)nh(DCG)={N} alors h(C)=N.
. C<(AG)(DCG) d'ot h(G)eh(AG)h(DCG).
h(AG)=(AG) et (AG)nh(DCG)={P} alors h(G)=P.
b) h(E) est le point d’intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K.

(h(ECD) est le plan paralléle a (ECD) et passant par M).
Ainsi I'image par h du tétraédre AECD est le tétraédre AKMN.

3
Par la suite V(AKMN):(%j X %

3) a) Méthode 1|: une équation du plan (DCG) est y—1=0 d’ou d(I,(DCG)) =

l\\!

par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphére (S) suivant un cercle (C) defrayon

3 1 2
r=JR2-d(1,(DCG)) = Rt

Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH = aAD, a e R.

(Le vecteur A est normal au plan (DCG) ). On trouveH[%, A\ %)

Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent a
(S), alors le plan (DCG) coupe la sphére (S) suivant le cercle (C) circonscrit(au triangle DCG

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG]

c’est-a-dire le point de coordonnées (%1 %) et le rayon de (C) est % :l{

I\IlN

4

b) h(S)=(S")| h(DCG) = (MNP) et (S)N(DCG)=(C).
Donc le plan [MNP) coupe la sphére (S’) suivant le cercle (C’) = h(C).

3v2

(C’) est un cqrcle de centre le point H’ = h(H) et de rayon R’ = %R =—.

8
On trouve H §§§ :
848

Exercice 3
1) a) 53 est pyemier et x est un nombre premier avec 53 donc d’aprés Fermat :

x22 = 1(mod53). Le reste modulo 53 de x°2 est égal a 1.

k
b) Soit k um entier naturel, on écrit xO2K+T (x52) - X

Comme|x°?2 =1(mod53) alors xO2k+1 _ (mod 53).
)29

2) (29 =299 gt 9x29 =261=1+52x5 . Comme 2 est premier avec 53,

29
alors d’aprés 1)b) (29) =2(mod53) d'ou 29 est solution de I'équation (Eq).

3) a) Soit d=xA53.
d divise x donc d divise x2° et d divise 53 donc d divise 2. Car x2° = 2 (mod 53).
(x29= 2 (mod 53) alors il existe p € Z tel que x29 =2 +53p c'est a dire x?° —53p =2)

Doncd =1oud=2. Comme 2 ne divise pas 53 alorsd = 1.
3
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b) x une solution de I'équation (E1). D’aprés 3)a) x est premier avec 53.

261=5x 52 + 1 donc x2%1= x (mod 53) d'aprés 1) b).

9
c)x est une solution de(E4) alors x29 =2 (mod 53) d'ou (x29) 529(mod 53). (1)

9
Or 29 x 9 = 261 donc (x29) =x?1(mod53). D'aprés : 3)b) x?®! = x(mod 53). (Il)

(et (1) d

onnent x = 2° (mod 53).

4)a)2% =512 = 9x 53 + 35 d'ou 2° =35(mod53)

b) « Si x est

eSi x=2

et comme

D'ou x solytion de (E4).

une solufion de (E4) alors X = 79 (mod 53), d'aprés 3)C)
29
9 (mod 53) alors x29 5(29) (mod 53)

29
(2°) =2 (mod 53) (car 2° solution de (E) Jalors x*° =2

mod 53).

) =53 (v-4)

Conclusion : x solution de (E4) < x =2° (mod 53).
Or 2° =34 (mod53) d'aprés 4)a), d'ou les solutions de I'équation (E,)
sont les eptiers 53k + 35 avec k € Z.
5) a) 71x3-83x4=213-212=1donc (3, 4) solution de (E,).
b) «Soit (u,v) une solution de(E,)
Des égalitgs: 71u—-53v = 1et 71 x 3 - 53 x4 =1 on déduit que 71 (u—i
Comme 71 A53 =1 alors il existe k € Z tel que v—-4 =71k (lemme de Gauss)
Ainsi Sy, F{ (u, 4+71K), (uk)eZ® |
- Soit (u, k) e Z?,

(u, 4+7

Par la su

Conclusidg
Remarque :Q

de k et k' puis on vérifie que k=k’.

1k) est une solution de(E,) < 71u-53 (4+71k) = 1
< 71u-53 (4+71k) = 71x

< 71u-53-71k = 71x3
< u-53-k 3
< u=3+53k

te{ (u, 4+71k), (u k)ez? }cSZXZ si et seulement si u

n: Sy, ={(3+53k,4+71k), keZ |
n pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u

B -53x4

=3+ 53Kk.

et v en fonction

6) Soit x € Z,
x =34 (mod 77) - x =34 (mod 71) - x=34 + 7T1u, ueZ
x?® =2 (mod 53) x =35 (mod 53) x=35 +53v, veZ

Alors 71u -53 v =1. Donc (u,v) est solution de I'équation (E,).

Par la suite il existe k € Z tel que {

Ainsi x = 34

u=3+53k
v=4+71k
+ 71(3+53 k)=247+3763 k, k eZ.
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réciproquement :

six =247 +376
=71x3

3k, keZ alors
+34 +71x(53 k)s34 (mod 71)

35 (mod 53).

= 35 + 53 x 4 +53x(71k) = 35 (mod 53). On sait que 22° =

Conclusion : I'ensemble des solutions du systéme est S; ={ 247+3763 k, ke Z |.
Exercice 4
e lim f(x)=+o0

X—>+00

- f(x) VveX -1 e’ 1
o lim ——== lim = lim \|——-— =+
X—+o X —=>00 X X—)—I—m\ X2

(Ct) admet au

2)a) lim
x—0"
i 1)

x—0" X

La courbe (C

b) Pour tout x|e

En effet:la fon

('u est dérivak

ction dérivée de u:x — eX —1est la fonction u': x —~ e* et(\@)'

voisinage de + o, une branche parabolique de direction (O, ]) .

_ -1 1 |ef-1 et -1 :
lim = lim —. =400 car lim =1 et Ilim
x—0" X x—0" \/; x—ot X x—0"

_ f(x)-f(0) L .
lim = 400 donc f n'est pas dérivable a droite en 0 .
>0t x-0

) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale.

]0,+oo[, f'(X)

eX

) 2ve* -1 .

le sur ]0,+00[ et u(x) >0, Vx € ]0,+o[)

c) | x 0 +00
f(x) +
f /oo
0 —
d)f (In(2)) = 1 gt la fonction f est strictement croissante sur [O,+oo[:

xe[0,In2] &

f(x)<1 < Ve -1<1 e —1xJeX —1<1x /e -1
X _1<+e® -1

= +o0,

SR

=

NJ

e
( On sait que Ne* =1 > 0 pour tout x >0).

e (ex -2

3) On vérifie qug pour tout x |0,+oo[, f"(x) = 3

4( eX—1)
X 0 In(2) +00

f!!(x)
- :) +

f “(x) s’annule en In(2) en changeant de signe donc le point B(In(2),1) est un point

d’inflexion de (Cy).
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4)a) D'aprés 2)d): xe[0,In2] = e* ~1<f(x).  P)
Par la suite :
« si x €[0,In2] alors alors (Cs) au-dessus de I

«si x €[In(2),+oo[ alors (Cy) au-dessous de I".

(Remarque: (C¢)N T ={B})

5) a) La fonction g est dérivable sur [0% [

Pourtout x e {0, [,g'(x) =1 +tan?x)>0

o
=)

1

ra

donc g est strictement croissante sur {O,E {
Ainsi g réalise une bijection de {Og [ sur gqo,g D

De la continuité ¢ sur[O,g[ et des égalités g(0)=0et lim g(x)=+wo.
<t

On déduit que g[ 0,Z D=[0,+oo [.

b) g_1(0)=0 et g 1)=%. Car g(0)=0 et g(%jzt

—

c) Pout tout x € [Og{ g'(x)= 0 alors g 1 est dérivable sur g[[o,g D = [O,+oo

Soit x [0,+of[ et y e Og[ (9—1 (x)= y)<:> (g(y) = x) < (tany = x ) ,ainsi :

g'(g (X)) 9'(y) 1+(tany)2 1+ %2

(0) (1
g ) (0)=1.
x—0"t ( )
6) a) f est continue sur [0,+oo[ donc F est la primitive de f sur[0,+oo[qui s'anhule en 0. (F(0)=0)
ainsi pour toul x €[0,+0o[ F'(x) = f(x).

. G(x):2( f(x) - (9_10 f)(x) )

G est dérivable sur ]0,+o0[ et pour tout x e |0, +o],

G'(x) = 2[f-(x)_f'(x).(9—1)'(f(x))}=2f'(x)[1—(9—1)'(f(X))}

pour tout x [0, +o0], (g ) g 1 _ 1 _ 1
)

d) lim 9_1()(): lim (X

x0T X X -
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Donc F'(x) = G'(x) pour tout x € |0,+o0].

b) Pour tout x € |0, +o[, F'(x) = G'(x),
donc il existe k € R tel que ,pour tout x € ]0,+oo[, F(x)=G(x)+k .

Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0) =G(0) alors k =0.
(En effet lim F(x)= lim G(x)+k c'est a dire F(0)=G(0)+k)
x—0"

x—0"

Conclusion: pour tout x & [0,+oo[, F(x)=G(x).

c) Pourtout x €[0,In(2)[, e” -1<f(x).

A= I(I)n(z)(f(t)— ! —1))dt = G(In(2)) —[e‘ —t}:(z) =2(1-g7'(1)] - (2-In(2)-1) DGu A = 1+In2 —g.

7)a)La fonction G,, est dérivable sur |in(n),+oo[ et pour tout x € |In(n),+o],

X X
~2(5) (0|1 - ——|-2—=2 Le ;”]_ X —n =1, ()
1+e -n 2 ex—n €
n
X
La fonction u: K — : )fn(t)dt est dérivable sur[In(n),+oo[ et u'(x) =, (x).
In(n

( Voir I'explicatjon en 6)a))
Donc pour touf x € |In(n),+o[, G',(x)= u'(x) .
Alors il existe K € R, tel que pour tout x € |In(n),+o[,Gp, (X) = u(x)+k .

comme lim G,(x)= lim [ u(x)+k], de plus G, et u sont continues en In(n),
x—Inn x—Inn

alors G, (Inn) £ u(Inn)+k et puisque G, (In(n)) =u(In(n)) =0 ontrouve k =Q.
X

Conclusion: Pour tout n>2 et pour tout x €[In(n),+[, Gy (x) =f fy (t) dt
|

b) Soitn>2; h>1 alors —n <-1d'ou e* —n < e*-1.

Commen>2et x>In(n), e —n >0et e-1>0.

D'ou pour tout n>2 et pour tout x> In(n), \/ex -n < \/ex—1.

Or d'aprés 4)a), f(x)<e*-1 pour tout x & [In(n),+w[ , car (In(n) >In(2)).
Donc f, (x) <e*-1, pour tout n>2 et pour tout x & [In(n),+oo].
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In(n-+1) In(n=1)

=y () = [ ] Lot

(n+1=In(n+1)—n+In(n) ) -G, (In(n+1))

R EARES

dy. lim In(Lj=0 car lim ——=1et limIn(x)=0
n+1

N—>+0 n—>+o0 N+ 1 x—1

9_1( 1w 1y

\

AN
o lim \/59_1(?/=J: im —Y'_ 1 car Iim =0 et lim
n

n—+o0 n—+o0 1 n—+o0 \/_ x—0 X

D'od Ilim A, F2-1=1.

N 400

g—{X

)

=1
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