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fiche n°1 

CALCUL ALGEBRIQUE 
 
Fractions 

b

a
 est défini si et seulement si 0≠b . 
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Puissances 
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Inégalités 
Pour comparer deux nombres réels, on étudie le signe de leur 
différence : 0>−⇔< abba . 

ba <  et cb < ca <⇒   (on note cba << ) 
ba <  et '' ba < '' bbaa +<+⇒  

ba <<0  et ''0 ba << '' bbaa <⇒   (seulement s’ils sont positifs) 
cbcaba +<+⇒<  





<>

><
⇒<

0 si

0 si

cbcac

cbcac
ba  

fiche n°1 (suite) 

Racines carrées 

a  est l’unique solution positive de l’équation ax =2 . 

a  est défini si et seulement si 0≥a . 

0≥a   ( ) aa =
2

  aa =2  

baab =   
b

a

b

a
=  si 0≥a  et 0>b  

baba +≤+  Mais en général  baba +≠+  

baba ≤⇔≤≤0  





=

≥
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b
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0
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Valeurs absolues 
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≥
=

0  si  

0  si  
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a   donc 





−=

≤≤−

),Max( aaa

aa a
 et 00 =  

0≥a   2aa =  pour tout a réel 

baab =   
b

a

b

a
=  si 0≠b  

baba +≤+  Mais en général : baba +≠+  

baba ≤⇒≤≤0   Mais : abba ≤⇒≤≤ 0  









>−<⇔>

<<−⇔<

−==⇔=

bababa

babba

bababa

ou  

ou  

  si 0≥b  

Inverses 

ab
ba

11
<⇔<    si et seulement si a et b sont de même signe. 
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fiche n°2 

IDENTITES REMARQUABLES 
 

Identités usuelles 
222 2)( bababa ++=+      
222 2)( bababa +−=−  

22))(( bababa −=+−      

bcacabcbacba 222)( 2222 +++++=++  
32233 33)( babbaaba +++=+  
32233 33)( babbaaba −+−=−  

))(( 2233 babababa ++−=−  

))(( 2233 babababa +−+=+  
Généralisation 

)...)(( 122321 −−−−− +++++−=− nnnnnnn babbabaababa  

∑∑
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=

−−
−

=

−− −=−=−
1
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1
1
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k
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La formule nn ba +  ne se généralise que si n est impair. 

∑
−

=

−−−+=+
1

0

1)1()(
n

k
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Formule du binôme de Newton 

0 0
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Propriétés : 
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1
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fiche n°3 

SOMMES ET PRODUITS 
 
Propriétés des Sommes 
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Propriétés des Produits 
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k k
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n n n
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k p k p k p
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=∏                Propriétés : !)1(!)1( nnn ×+=+   et 1!0=  
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fiche n°4 

ENSEMBLES 
 

Inclusion 
Un ensemble A est inclus dans un ensemble E ( EA ⊂ ) si tout 
élément de A est élément de E. Alors A est une partie de E. 
Si A B⊂  et B C⊂  alors A C⊂ . 

  et  A B A B B A= ⇔ ⊂ ⊂ . 
L’ensemble des parties de E est noté )(EP . 

Intersection de deux parties de E  
{ }BxAxExBA ∈∈∈=∩ et/ . 

Deux ensembles A et B sont disjoints si �=∩ BA . 
Propriétés : ABBA ∩=∩  

)()( CBACBA ∩∩=∩∩  noté CBA ∩∩  
      CBA ∩⊂  si et seulement si BA ⊂  et CA ⊂  

Réunion de deux parties de E  
{ }BxAxExBA ∈∈∈=∪ ou/ . 

Propriétés : ABBA ∪=∪  
)()( CBACBA ∪∪=∪∪  noté CBA ∪∪  

      CBA ⊂∪  si et seulement si CA ⊂  et CB ⊂  

Distributivité  
)()()( CBCACBA ∪∩∪=∪∩  
)()()( CBCACBA ∩∪∩=∩∪  

Complémentaire  
{ }AxExA ∉∈= / .    

Propriétés : AA =              �=∩ AA  EAA =∪  
       BA ⊂  si et seulement si AB ⊂  
Lois de Morgan : BABA ∩=∪   BABA ∪=∩  

Différence de deux parties de E 
 { }/ etA B x E x A x B− = ∈ ∈ ∉ . 

 Donc A B A B− = ∩ . 
 

fiche n°4 (suite) 
 
Différence symétrique de deux parties de E 
 { }/ ou (exclusif)A B x E x A x B∆ = ∈ ∈ ∈ . 

 Donc )()( BABABA ∩−∪=∆ . 

Donc )()()()( BABABABABA ∩∪∩=∪∩∪=∆ . 
Partition d’un ensemble E 

Des parties 1A , 2A , …, nA  de E forment une partition de E si : 

- Elles sont deux à deux disjointes : �=∩ ji AA  si ji ≠ . 

- Leur réunion est E : EA
n

i
i =

=

U
1

. 

Cas particulier :  une partie A et son complémentaireA . 

Produit cartésien de deux ensembles 

{ }FyExyxFE ∈∈=× et/),(        { }EyExyxE ∈∈= et/),(2   

Par récurrence, on généralise au produit de plusieurs ensembles et 
pE  est l’ensemble des p-listes ),...,( 1 pxx  d’éléments de E. 
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fiche n°6 

ENSEMBLE DES REELS 
 
Majorants d’une partie 

Un réel M est majorant d’une partie A de �  si : x A x M∀ ∈ ≤ . 

Tout réel plus grand que M est aussi un majorant de A. 
Si M A∈ , alors M est le plus grand élément de A, noté Max A . 

Borne supérieure 
La borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A (s’il 

existe) : 




≤<ε−∈∃>ε∀

≤∈∀
⇔=

MxMAx

MxAx
AM

0
Sup  

 (M est majorant, mais, pour tout 0>ε , ε−M  n’est pas majorant) 
Minorants d’une partie 

Un réel m est majorant d’une partie A de �  si : x A x m∀ ∈ ≥ . 

Tout réel plus petit que m est aussi un minorant de A. 
Si m A∈ , alors m est le plus petit élément de A, noté Min A . 

Borne inférieure 
La borne inférieure de A est le plus grand des minorants de A (s’il 

existe) : 




ε+<≤∈∃>ε∀

≤∈∀
⇔=

mxmAx

xmAx
Am

0
Inf

 
(m est minorant, mais, pour tout 0>ε , ε+m  n’est pas minorant) 

Propriété fondamentale de l’ensemble des réels 
 Toute partie majorée non vide de �  possède une borne supérieure. 

Toute partie minorée non vide de �  possède une borne inférieure. 
Partie entière d’un réel 

On appelle partie entière d’un réel x le plus grand entier inférieur ou 
égal à x. 

 Notations : Ent( )x  ou x   . 

 Propriété caractéristique : Ent( ) Ent( ) 1x x x x∀ ∈ ≤ < +� . 

 La fonction partie entière est une fonction en escalier croissante. 
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fiche n°7 

TRIGONOMETRIE 
Définitions 

A tout réel θ  on associe l’unique point M du cercle trigonométrique 

tel que θ  soit une mesure de l’angle ( , )u OM
uuuurr

. Alors : 

• cosθ  est l’abscisse du point M. 
• sinθ  est l’ordonnée du point M. 

• 
sin

tan
cos

θ
θ =

θ
 et 

cos
cotan

sin

θ
θ =

θ
. 

Formules de base 

 2 2cos sin 1θ + θ =  2
2

1
1 tan

cos
= + θ

θ
 2

2

1
1 cotan

sin
= + θ

θ
 

Lignes trigonomues usuelles 

θ  0  6π  4π  3π  2π  

cosθ  1  
2

2
 

1

2
 0 

sinθ  0 
1

2
 2

2
  1 

tanθ  0 
1

3
 1 3   

cotanθ   3  1 
1

3
 0 

Symétries 
cos( ) cos−θ = θ  sin( ) sin−θ = − θ  tan( ) tan−θ = − θ  
cos( ) cosπ − θ = − θ  sin( ) sinπ − θ = θ  tan( ) tanπ − θ = − θ  
cos( ) cosπ + θ = − θ  sin( ) sinπ + θ = − θ  tan( ) tanπ + θ = θ   

θ=







θ−

π
sin

2
cos  θ=








θ−

π
cos

2
sin  θ=








θ−

π
cotan

2
tan  

θ−=







θ+

π
sin

2
cos  θ=








θ+

π
cos

2
sin  θ−=








θ+

π
cotan

2
tan  

 

3

2

3

2

fiche n°7 (suite)  
 
Formules d’addition 

cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −       
cos( ) cos cos sin sina b a b a b− = +  
sin( ) sin cos cos sina b a b a b+ = +        
sin( ) sin cos cos sina b a b a b− = −  

tan tan
tan( )

1 tan tan

a b
a b

a b

+
+ =

−
    

tan tan
tan( )

1 tan tan

a b
a b

a b

−
− =

+
 

Formules de duplication 
2 2 2 2cos2 cos sin 2cos 1 1 2sina a a a a= − = − = −  

sin 2 2sin cosa a a=       

2

2 tan
tan 2

1 tan

a
a

a
=

−
 

Transformation de produits en sommes (linéarisation) 
1

cos cos [cos( ) cos( )]
2

a b a b a b= + + −  2 1
cos (1 cos2 )

2
a a= +  

1
sin sin [cos( ) cos( )]

2
a b a b a b= − + − −  2 1

sin (1 cos 2 )
2

a a= −  

1
sin cos [sin( ) sin( )]

2
a b a b a b= + + −   

1
sin cos sin 2

2
a a a=  

Transformation de sommes en produits 

cos cos 2cos cos
2 2

p q p q
p q

+ −
+ =        

cos cos 2sin sin
2 2

p q p q
p q

+ −
− = −  

sin sin 2sin cos
2 2

p q p q
p q

+ −
+ =        

sin sin 2cos sin
2 2

p q p q
p q

+ −
− =  
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fiche n°8 

NOMBRES COMPLEXES 
 
Ensemble ���� 

L’ensemble �  est muni de deux opérations internes (addition et 
multiplication). Il a une structure de corps commutatif. 
Il possède un élément noté i qui vérifie 2 1i = − . 
Il ne possède pas de relation d’ordre compatible avec les opérations. 

Forme algébrique 
2!( , )z x y z x iy∀ ∈ ∃ ∈ = +� � . 

Re( )x z=  est sa partie réelle et Im( )y z=  sa partie imaginaire. 
z est réel ssi Im( ) 0z =           z est imaginaire pur ssi Re( ) 0z =  

Re( ) Re( ')
'

Im( ) Im( ')

z z
z z

z z

=
= ⇔ 

=
. 

Il y a bijection entre �  et le plan de repère orthonormé ( , , )O u v
r r

. 
Tout point ( , )M x y  a pour affixe z x iy= + . 

Nombre complexe conjugué 
z z x iy∀ ∈ = −�   si Re( )x z=  et Im( )y z= . 

z est réel ssi z z=           z est imaginaire pur ssi z z= −  

Propriétés : ' 'z z z z+ = +     ' 'zz z z= ×    nn zz )()( =      
' '

z z

z z

 
= 

 
 

                    Re( )
2

z z
z

+
=  et Im( )

2

z z
z

i

−
=  

Module d’un nombre complexe 
2 2z z x y∀ ∈ = +�   si Re( )x z=  et Im( )y z= . 

Le module de z est la distance OM si z est l’affixe de M. 
0 0z z= ⇔ =  

Propriétés : z z=         z zz=        

' 'zz z z= ×         
nnz z=         

' '

zz

z z
=         ' 'z z z z+ ≤ +  

 

fiche n°8 (suite)  

Argument d’un nombre complexe non nul 
Si 0z ≠  et si M est le point d’affixe z, arg( )z  est l’angle ( , )u OM

uuuurr
 et 

par abus de langage toute mesure de cet angle. 

Si 0z ≠  : 
Re( ) Im( )

arg( ) cos   et  sin
z z

z
z z

= θ ⇔ θ = θ =  

z est réel ssi arg( ) 0 ( )z ≡ π  

z est imaginaire pur ssi arg( ) ( )
2

z
π

≡ π  

Propriétés : arg( ) arg( ) (2 )z z≡ − π         arg( ) arg( ) (2 )nz n z≡ π  

arg( ') arg( ) arg( ') (2 )zz z z≡ + π      arg arg( ) arg( ') (2 )
'

z
z z

z
 

≡ − π 
 

 

Notation exponentielle 
cos sin ii e θ∀θ∈ θ + θ =� . 

Forme trigonométrique d’un complexe non nul 
Pour tout *z∈� , il existe un unique réel 0r >  et un réel θ  unique à 

2kπ  près (k ∈� ) tels que : (cos sin ) iz r i re θ= θ + θ = . Et r z= . 

' '   et  arg( ) arg( ') (2 )z z z z z z= ⇔ = ≡ π  

Formules d’Euler 

cos   et  sin
2 2

i i i ie e e e

i

θ − θ θ − θ+ −
∀θ∈ θ = θ =� . 

Formule de Moivre 
(cos sin ) cos sinnn i n i n∀ ∈ ∀θ∈ θ + θ = θ + θ� � . 

Racines n-èmes d’un complexe non nul 
Les racines n-èmes de Z sont les solutions de nz Z= . 

Si iZ R e α= , il y a n racines 

2k
i

n nn
kz R e

α π 
+ 

 =  pour TP 1,0 −∈ nk . 

Leur somme est égale à 0. Elles sont toutes obtenues en multipliant 
l’une d’entre elles par les racines n-èmes de l’unité. 

        Il y a n racines n-èmes de l’unité :
2

1( )
ik

kn
k e

π

ω = = ω pour TP 1,0 −∈ nk . 
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fiche n°9 

APPLICATIONS 
 
Application 

Une application f d’un ensemble E vers un ensemble F associe à tout 
élément x de E un unique élément y de F : on note )(xfy = . 
Si )(xfy = , alors x est un antécédent de y, et y est l’image de x. 

Restriction et prolongement d’une application 
Si f est une application de E dans F et si EA ⊂ , la restriction de f à 
A est l’application notée/ Af  de A dans F qui coïncide avec f pour 

tout élément de A : / ( ) ( )Ax A f x f x∀ ∈ = .  

Si f est une application de E dans F et si E B⊂ , une application g de 
B dans F est un prolongement de f à B si f est la restriction de g à E,  
( / Ef g= ), donc si : ( ) ( )x E g x f x∀ ∈ = . 

La restriction est unique, mais pas le prolongement. 
Image directe 

Si f est une application de E dans F  et si A E⊂ , on appelle image 
(directe) de A par f  l’ensemble des images des éléments de A : 

{ }( ) / ( )f A y F x A y f x= ∈ ∃ ∈ =   

Propriétés : Si A B⊂  alors ( ) ( )f A f B⊂  
       ( ) ( ) ( )f A B f A f B∪ = ∪  
       ( ) ( ) ( )f A B f A f B∩ ⊂ ∩  (égalité si f injective) 

Image réciproque 
Si f est une application de E dans F  et si B F⊂ , on appelle image 
réciproque de B par f  l’ensemble des antécédents des éléments de B : 

{ }1( ) / ( )f B x E f x B−
= ∈ ∈   

Propriétés : Si A B⊂  alors 1 1( ) ( )f A f B− −⊂  

       1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B− − −∪ = ∪  

       1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B− − −∩ = ∩  

Si A E⊂ , alors 1[ ( )]A f f A−⊂   (égalité si f injective). 

Si B F⊂ , alors BBff ⊂− )]([ 1  (égalité si f surjective). 

fiche n°9 (suite) 

Injectivité  
Une application f de E dans F  est injective si tout élément y F∈  
possède au plus un antécédent dans E. 
Pour tout élément y F∈ , l’équation ( )f x y=  possède au plus une 
solution dans E. 
La fonction f est injective si et seulement si pour tous 1x  et 2x  de E 

on a : 1 2 1 2( ) ( )f x f x x x= ⇒ = . 

Surjectivité 
Une application f de E dans F  est surjective si tout élément y F∈  
possède au moins un antécédent dans E. 
Pour tout élément y F∈ , l’équation ( )f x y=  possède au moins 
une solution dans E. 

Bijectivité 
L’application f est bijective si tout élément y F∈  possède un 
unique antécédent dans E. 
Pour tout élément y F∈ , l’équation ( )f x y=  possède exactement 
une solution dans E. 
f est bijective de E dans F ssi elle est injective et surjective. 
Si f est bijective de E dans F, on lui associe une application 

réciproque 1−f  de F dans E qui à tout élément de F associe son 

unique antécédent :  )()(1 yfxxfy =⇔= − . 

L’application réciproque 1−f  est bijective de F dans E. 
Composée de deux applications 

Si f est une application de E dans F  et g une application de F dans 
G, on appelle composée de f par g l’application de E dans G définie 
par : ( )( ) [ ( )]x E g f x g f x∀ ∈ =o .   
Si f et g sont injectives, fg o  est injective. 
Si f et g sont surjectives, fg o  est surjective. 

Si f et g sont bijectives, fg o  est bijective et 111)( −−− = gffg oo . 

Si f est bijective de E dans F, alors : 1 IdEf f− =o  et 1 IdFf f − =o . 
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fiche n°10 

POLYNOMES 
 

On note K =�  ou K =�  et X la fonction x xa . 
Définitions 

Un monôme sur K est de la forme kaX  où k ∈�  et a K∈ . 
Un polynôme P sur K est une somme finie de monômes.   
Si le polynôme P n’est pas nul, il existe un unique n∈�  et un unique 

1
0( ,..., ) n

na a K +∈  avec 0na ≠  tels que : 0 1 .... n
nP a a X a X= + + + . 

0a , …, na  sont les coefficients de P et na  son coefficient dominant. 

[ ]K X  est l’ensemble des polynômes à coefficients dans K. 
Degré d’un polynôme 

Si P est non nul, n est unique et s’appelle le degré de P.  
Par convention, le polynôme nul a pour degré ∞− . 

),(Max)( QdPdQPd °°≤+°   QdPdPQd °+°=° )(  
( )d P Q d P d Q° = ° × °o    ' 1d P d P° = ° −  si ' 0P ≠  

[ ]nK X  est l’ensemble des polynômes [ ]P K X∈  tels que d P n° ≤ . 

Egalité de deux polynômes 
Deux polynômes sont égaux si et seulement si ils ont le même degré et 
les mêmes coefficients. 

Division euclidienne 
Si A et B appartiennent à [ ]K X  et 0B ≠ , il existe un unique couple 
( , )Q R  de polynômes de [ ]K X  tels que A BQ R= +  et d R d B° < ° . 
Si 0R = , A est divisible par B ou multiple de B, et B est diviseur de A. 

Racines d’un polynôme 
Un élément Kα∈  est racine du polynôme  P si 0)( =αP . 
α  est racine de P si et seulement si P  est divisible par ( )X − α . 

Ordre de multiplicité d’une racine 

α  est racine d’ordre m de P si P est divisible par ( )mX − α , mais pas par 
1( )mX +− α  : ( )mP X Q= −α  avec ( ) 0Q α ≠  et mPdQd −°=° .  

α  est racine multiple d’ordre m du polynôme  P si et seulement si : 

  0)(1,0 )( =α−∈∀ kPmk TP   et  ( ) ( ) 0mP α ≠ . 
 

fiche n°10 (suite) 
Formule de Taylor 

k
n

k

k

n X
k

P
XPKXKP )(

!

)(
)(][

0

)(

α−
α

=∈α∀∈∀ ∑
=

. 

Théorème de D’Alembert-Gauss 
Tout polynôme non constant admet au moins une racine dans � . 
Conséquence 1 : Un polynôme de degré n a au plus n racines distinctes. 
Conséquence 2 : Un polynôme [ ]nP K X∈  qui s’annule au moins 1n +  

fois est le polynôme nul. 
Polynômes irréductibles 

Un polynôme A non constant est irréductible dans [ ]K X  s’il n’admet 
pas de diviseur B dans [ ]K X  tel que 1 d B d A≤ ° < ° . 

Dans [ ]X� , les seuls polynômes irréductibles sont de degré 1. 

Dans [ ]X� , les seuls polynômes irréductibles sont les polynômes de 

degré 1 et les polynômes de degré 2 avec 0∆ < . 
Factorisation d’un polynôme non constant 

Dans [ ]X� , tout polynôme P non constant admet une factorisation de la 

forme : ( ) ( ) km
kP X a X= − α∏  où a est le coefficient dominant de P  

et où les kα  sont toutes les racines complexes distinctes de P avec leur 

ordre de multiplicité km . 

Si [ ]P X∈� , ses racines dans �  sont soit réelles soit complexes 

conjuguées avec le même ordre de multiplicité.  
En calculant ( )( )X X− α − α  on obtient un polynôme de [ ]X�  de la 

forme 2X bX c+ +  avec un discriminant négatif. 
Donc dans [ ]X� , tout polynôme P non constant admet une factorisation 

de la forme : ( )( )2( ) ( ) ( ) jk
mm

k j jP X a X X b X c= −α + +∏ ∏  où a est 

le coefficient dominant de P, où les kα  sont toutes les racines réelles 

distinctes de P avec leur ordre de multiplicité km , et où les polynômes 
2

j jX b X c+ +  ont un discriminant négatif et ont pour racines les racines 

complexes conjuguées de P, avec leur ordre de multiplicité jm .  
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fiche n°11 

LOGARITHME NEPERIEN 
Définition 

La fonction logarithme népérien est l’unique fonction dérivable sur 

[,0] +∞  qui vérifie 01ln =  et 
x

xx
1

)((ln)'[,0] =+∞∈∀ . 

Expression : ∫=
x

t

dt
x

1

ln  

Interprétation géométrique : Si 1≥a , aln  est l’aire (en unités 
d’aire) de la partie de plan limitée par la courbe (C) d’équation 

x
y

1
= , l’axe Ox et les droites d’équations 1=x  et ax = . Si 

10 << a , aln  est l’opposé de cette aire. 
Propriété fondamentale 

baba lnln)ln( +=×  pour tous réels 0>a  et 0>b . 

Conséquences : aka k ln)ln( =  pour tout entier k.  

( ) aa ln
2

1
ln =        a

a
ln

1
ln −=








       ba

b

a
lnlnln −=








 

Limites )0( >α  

−∞=
+→

x
x

lnlim
0

      0lnlim
0

=α

→ +
xx

x
 1

)1ln(
lim

0
=

+
+→ x

x

x
 

+∞=
+∞→

x
x

lnlim    0
ln

lim =
α+∞→ x

x

x
 1

1

ln
lim

1
=

−→ x

x

x
 

Signe 

x 0         1     ∞+  
ln −     0     + 

Courbe 

x 0                ∞+  

ln ∞+  
∞−   

 

 
01ln =  et 1eln =  ( 718,2e≈ ) 

o 1 2 3

-1

1

e
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fiche n°12 

EXPONENTIELLE 
Nombre de Neper 

Le nombre e est l’unique réel positif tel que 1ln =e  : 718,2e≈ . 
Définition 

La fonction exponentielle est la fonction réciproque de la fonction 

logarithme népérien. Pour tout x, on note xex =)exp( . 

yxey x ln=⇔=   pour tout réel x et tout réel 0>y . 

Conséquences : xex x
=∈∀ )ln(�    et   xex x

=+∞∈∀
ln[,0] . 

Propriété fondamentale 
baba eee ×=

+  pour tous réels a et b. 

Conséquences : kaka ee =)(  pour tout entier k.  

aa ee =
2              

a
a

e
e

1
=

−              
b

a
ba

e

e
e =

−  

Dérivée 

La fonction exponentielle est dérivable sur � : xx eex =∈∀ )'(� . 
Limi tes )0( >α  

0lim =
−∞→

x

x
e       0lim =

α

−∞→

x

x
ex       1

1
lim

0
=

−

→ x

e x

x
 

+∞=
+∞→

x

x
elim         +∞=

α
+∞→ x

ex

x
lim           0lim =

−α

+∞→

x

x
ex  

Signe 

Elle est positive : 0>∈∀
xex �  

Courbe 

x  ∞−                      ∞+  

exp ∞+  
0 

10
=e  et e1

=e   
o-2 2

1

2

e

l
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fiche n°13 

AUTRES FONCTIONS EXPONENTIELLES 
 
Définition 

La fonction exponentielle de base 0>a  est la fonction définie 

par : axx
a eaxx ln)(exp ==∈∀ � . 

L’exponentielle est la fonction exponentielle de base e. 
Propriété fondamentale 

yxyx aaa ×=+  pour tous réels x et y. 
Mêmes conséquences que pour l’exponentielle. 

Dérivée 
La fonction exponentielle de base a est dérivable sur � : 

aaax xx ln)'( =∈∀ � . 
Limites 





>

<∞+
=

−∞→ 1  si  0

1  si  
lim

a

a
ax

x
 





>∞+

<
=

+∞→ 1  si  

1  si  0
lim

a

a
ax

x
 

Signe 

Elle est positive : 0>∈∀ xax � . 
Courbes 

       
1<a                                         1>a  

Croissances comparées 

+∞=
α+∞→ x

ax

x
lim   si 1>a  et 0>α . 

o-1 1

1

2

a

o-1 1 2

1

2

a
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fiche n°14 

FONCTIONS PUISSANCES 
 
Définition 

Si α  est un réel : xexxfx ln)([,0] αα
α ==+∞∈∀ . 

Cas particuliers : nn xx =1   ( )pqq pqp xxx ==  

Certaines fonctions puissances sont prolongeables à �. 
Propriété fondamentale 

ααα =× )(xyyx   pour tous 0>x  et 0>y . 

Conséquences : ( ) ( ) kkk xxx ααα ==   
α

αα

=








y

x

y

x
 

Autres propriétés 

β+αβα =× xxx   ( ) αββα = xx   β−α
β

α

= x
x

x
 

Dérivée 
La fonction puissance est dérivable et 1)('[,0] −α

α α=+∞∈∀ xxfx . 

Lim ites 





>α

<α∞+
=α

→ + 0  si  0

0  si  
lim

0
x

x
 





>α∞+

<α
=α

+∞→ 0  si  

0  si  0
lim x

x
 

Courbes 

       
0<α      10 <α<    1>α  

Croissances comparées ( 0>α ) 

0lnlim
0

=α

→ +
xx

x
 0

ln
lim =

α+∞→ x

x

x
  +∞=

α+∞→ x

ex

x
lim  

 

o 1 2 3

1

2

o 1 2 3

1

2

o 1

1
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fiche n°15 

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 
  
 
Fonction cosinus 

La fonction cosinus est définie sur � , périodique de période 2π  et 
paire. La fonction cosinus est continue et dérivable sur � .   
Sa dérivée est définie par : (cos) '( ) sinx x x∀ ∈ = −� . 

Elle n’admet pas de limite en +∞  et en −∞ . 

x 0           2π           π  

cos' 0    −     1−      −     0 

cos 
1              0 
                             1−  

cos 0 ( )
2

x x
π

= ⇔ ≡ π . 

cos cos (2 ) ou  (2 )a b a b a b= ⇔ ≡ π ≡ − π  

Fonction Arccosinus 
La fonction cosinus réalise une bijection de [0, ]π  dans [ 1,1]− . 

Sa réciproque est la fonction Arccosinus. 
La fonction Arccosinus est définie sur [ 1,1]−  à valeurs dans [0, ]π . 

[ 1,1] Arccos cos  et  [0, ]x y x x y y∀ ∈ − = ⇔ = ∈ π  
La fonction Arccosinus est continue sur [ 1,1]−  et dérivable sur ] 1,1[− . 

Sa dérivée est définie par : 
2

1
] 1,1[ (Arccos) '( )

1
x x

x

−
∀ ∈ − =

−
. 

La fonction Arccosinus est strictement décroissante sur [ 1,1]− . 

x 1−              0              1 
Arccos' �     −    1−       −     � 

Arccos 
π               2π  

                                  0 
 

 

fiche n°15 (suite) 

Fonction sinus 
La fonction sinus est définie sur � , périodique de période 2π  et 
impaire. La fonction sinus est continue et dérivable sur � .   
Sa dérivée est définie par : (sin) '( ) cosx x x∀ ∈ =� . 

Elle n’admet pas de limite en +∞  et en −∞ . Mais 
0

sin
lim 1
x

x

x→
= . 

x 0           2π           π  

sin' 1    +      0     −     1−   

sin  
                1 
 0                             0 

sin 0 0 ( )x x= ⇔ ≡ π . 

sin sin (2 ) ou  (2 )a b a b a b= ⇔ ≡ π ≡ π − π  

Fonction Arcsinus 

La fonction sinus réalise une bijection de ,
2 2

π π 
−  

 dans [ 1,1]− . 

Sa réciproque est la fonction Arcsinus. 

La fonction Arcsinus est définie sur [ 1,1]−  à valeurs dans ,
2 2

π π 
−  

. 

[ 1,1] Arcsin sin  et  ,
2 2

x y x x y y
π π 

∀ ∈ − = ⇔ = ∈ −  
 

La fonction Arcsinus est continue sur [ 1,1]−  et dérivable sur ] 1,1[− . 

Sa dérivée est définie par : 
2

1
] 1,1[ (Arcsin) '( )

1
x x

x
∀ ∈ − =

−
. 

La fonction Arcsinus est strictement croissante sur [ 1,1]− . 

x 1−              0              1 

Arcsin' �     +     1      +     � 

Arcsin  
                  0           2π  

 2−π  
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fiche n°15 (suite) 
 
Fonction tangente 

La fonction tangente est définie sur /
2

D k k
π 

= − + π ∈ 
 

� � , périodique de 

période π  et impaire. La fonction tangente est continue et dérivable sur D.   

Sa dérivée est définie par : 2
2

1
(tan) '( ) 1 tan

cos
x D x x

x
∀ ∈ = = + . 

x 2−π          0        2π  

tan'     +     1     +     

tan 
                  0          +∞  

−∞  
tan 0 0 ( )x x= ⇔ ≡ π . 

tan tan ( )a b a b= ⇔ ≡ π  
Fonction Arctangente 

La fonction tangente réalise une bijection de ,
2 2

π π 
−  

 dans � . 

Sa réciproque est la fonction Arctangente. 

La fonction Arctangente est définie sur �  à valeurs dans ,
2 2

π π 
−  

. 

Arctan tan  et  ,
2 2

x y x x y y
π π 

∀ ∈ = ⇔ = ∈ −  
� . 

La fonction Arctangente est continue sur �  et dérivable sur � . 

 Sa dérivée est définie par : 
2

1
(Arctan) '( )

1
x x

x
∀ ∈ =

+
� . 

x −∞            0             +∞  
Arctan'          +      1        +                

Arctan 
                  0           2π  

 2−π  
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fiche n°16 

SUITES USUELLES 
 
Suites arithmétiques 

Une suite )(nu  est arithmétique s’il existe un réel b (appelé raison 

de la suite) tel que : buun nn +=∈∀ +1� .  

Alors son terme général est : nbuun n +=∈∀ 0� . 

Pour tous les entiers n et p : bpnuu pn )( −+= . 

Pour tous les entiers np ≤  : 
2

)1(
np

n

pk
k

uu
pnu

+
+−=∑

=

 

Suites géométriques 
Une suite )(nu  est géométrique s’il existe un réel a (appelé raison 

de la suite) tel que : nn auun =∈∀ +1� .  

Alors son terme général est : 0uaun n
n =∈∀ � . 

Pour tous les entiers n et p : p
pn

n uau −= . 

Pour tous les entiers np ≤  : 
a

a
uu

pn

p

n

pk
k

−

−
=

+−

=

∑ 1

1 1

 si 1≠a . 

Convergence de (an) 
1−≤a  11 <<− a  1=a  1>a  

Pas de limite 0lim =
+∞→

n

n
a  1lim =

+∞→

n

n
a  +∞=

+∞→

n

n
alim  

Suites arithmético-géométriques 
Une suite )(nu  est arithmético-géométrique s’il existe des réels 

0a ≠  et b tels que bauun nn +=∈∀ +1� .  

Si 1≠a , il existe un unique réel α  (point fixe) tel que ba +α=α . 
Alors, la suite de terme général α−= nn uv  est géométrique de 

raison a. On en déduit nv , puis nu  en fonction de n. 

fiche n°16 (suite) 
 
Suites vérifiant une récurrence linéaire d’ordre 2  

Une suite )(nu  suit une relation linéaire de récurrence d’ordre 2 s’il 

existe deux réels 0≠a  et b tels que : nnn buauun +=∈∀ ++ 12� . 

L’équation baxx +=2  est appelée équation caractéristique associée 
à la relation de récurrence.  

Elle équivaut à 02 =−− baxx . Son discriminant est ba 42 +=∆ . 

Premier cas : 0>∆ . 

L’équation caractéristique possède deux racines distinctes 1q  et 2q . 

Alors il existe deux réels α  et β  tels que : 

1 2( ) ( )n n
nn u q q∀ ∈ = α + β�  

On détermine les réels α  et β  à l’aide des conditions initiales. 

Deuxième cas : 0=∆ . 

L’équation caractéristique possède une racine double q . 
Alors il existe deux réels α  et β  tels que : 

( ) n
nn u n q∀ ∈ = α + β�  

On détermine les réels α  et β  à l’aide des conditions initiales. 

Troisième cas : 0<∆ . 

L’équation caractéristique possède deux racines complexes 

conjuguées que l’on met sous forme trigonométrique : 1
iq re θ=  et 

2
iq re− θ= . 

Alors il existe deux réels α  et β   tels que : 

[ cos( ) sin( )]n
nn u r n n∀ ∈ = α θ + β θ�  

On détermine les réels α  et β  à l’aide des conditions initiales. 
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fiche n°17 

SUITES NUMERIQUES 

Définition 
Une suite numérique est une application de �  ou *�  dans � . 
La suite de terme général nu  (image de l’entier n) est notée )(nu . 

Sens de variations 
La suite )( nu  est croissante si : 01 ≥−∈∀ + nn uun � . 

La suite )( nu  est décroissante si : 01 ≤−∈∀ + nn uun � . 

Si la suite est à termes positifs : La suite )( nu  est  croissante ssi : 

1 1n

n

u
n

u
+∀ ∈ ≥�  et décroissante ssi : 1 1n

n

u
n

u
+∀ ∈ ≤� . 

Bornes d’une suite 
La suite est majorée s’il existe un réel M tel que : Mun n ≤∈∀ � . 

La suite est minorée s’il existe un réel m tel que : mun n ≥∈∀ � . 
La suite est bornée si elle est majorée et minorée. 

Suite convergente 
La suite )( nu  est convergente si elle admet une limite réelle. 

l=
+∞→

n
n

ulim  si : ε<−≥∀∃>ε∀ lnunnn 000  

Suite divergente 
La suite est divergente si elle n’est pas convergente. Il y a deux cas : le 
terme général tend vers ∞±  ou bien il n’a pas de limite. 

+∞=
+∞→

n
n

ulim  si : AunnnA n >≥∀∃>∀ 000  

Compatibilité avec l’ordre (l  et 'l  réels) 
Si, à partir d’un certain rang, nn vu ≤  et : 

• si les suites )(nu  et )( nv   convergent vers l  et 'l  alors 'll ≤

(inégalité large même si l’inégalité sur les termes généraux est stricte) 
• si )( nu  diverge vers ∞+ , alors )( nv  diverge vers ∞+ . 

• si )( nv  diverge vers ∞− , alors )( nu  diverge vers ∞− . 

Théorème d’encadrement  
Si, à partir d’un certain rang, nnn wuv ≤≤  et si les suites  )( nv  et )( nw   

sont convergentes vers le même l , alors la suite )(nu  est convergente et 

sa limite est l . 
 

fiche n°17 (suite) 
Opérations algébriques sur les limites 

nu  nv  n nu v+  

l  'l  'll +  
∞+  'l  ∞+  
∞−  'l  ∞−  
∞+  ∞+  ∞+  
∞−  ∞−  ∞−  
∞+  ∞−  Indétermination 

 

nu  nv  n nu v  

l  'l  'll  
∞  0'≠l  ∞  
∞  0 Indétermination 
∞  ∞  ∞  

  

nu  nv  /n nu v  

l  0'≠l  'll  
0≠l  0 ∞  

0 0 Indétermination 
∞  'l  ∞  
l  ∞  0 
∞  ∞  Indétermination 

Image d’une suite par une fonction (l  et L réels ou infinis) 
Si f est une fonction définie sur un intervalle I telle que 

Lxf
x

=
→

)(lim
l

 et si )( nu  est une suite d’éléments de I qui a pour 

limite l , alors la suite de terme général )(nuf  a pour limite L. 

Convergence des suites monotones 
Toute suite croissante majorée est convergente et sa limite est un 
majorant. Si elle n’est pas majorée, elle diverge vers ∞+ . 
Toute suite décroissante minorée est convergente et sa limite est un 
minorant. Si elle n’est pas minorée, elle diverge vers ∞− . 

Suites adjacentes 
Deux suites )(nu  et )( nv  sont adjacentes si )( nu  est croissante et 

)( nv  décroissante, et si 0)(lim =−
+∞→

nn
n

uv .  

Alors les deux suites sont convergentes et ont la même limite. 
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fiche n°17 (suite) 

Négligeabilité 
( )nu  est négligeable devant ( )nv , noté ( )n nu o v= , s’il existe une 

suite ( )nε  qui vérifie n n nn u v∀ ∈ = ε�  et lim 0n
n→+∞

ε = .  

Si 0nv ≠  à partir d’un certain rang, ( )n nu o v=  si et seulement si 

lim 0n

n n

u

v→+∞
= . 

Si ( )n nu o v=  et si la suite ( )nv  est convergente, alors la suite ( )nu  

converge vers 0. 
Négligeabilités usuelles :  
• ( )n o nα β

=  si 0 ≤ α < β . 

• (ln ) ( )n o nα β
=  si 0α ≥  et 0β > . 

• ( )nn o eα β
=  si 0α ≥  et 0β > . 

• ( )nn o aα
=  si 0α ≥  et 1a > . 

Propriétés : 
• Si ( )n nu o v=  et ( )n nv o w= , alors ( )n nu o w= . 

• Si ( )n nu o v= , alors ( )n n n nu w o v w= . 

• Si ( )n nu o v=  et ' ( )n nu o v= , alors ' ( )n n nu u o v+ = . 

• Si ( )n nu o v=  et ' ( ' )n nu o v= , alors ' ( ' )n n n nu u o v v= . 

• Si ( )n nu o v=  et 0α > , alors ( )n nu o v
α α
= . 

Mais la relation de négligeabilité n’est compatible ni avec la 
division (et donc les puissances négatives) ni avec la composition. 

Equivalence 
( )nu  est équivalente à ( )nv , noté nn vu ~ , s’il existe une suite ( )nε  

qui vérifie (1 )n n nn u v∀ ∈ = + ε�  et lim 0n
n→+∞

ε = .  

Si 0nv ≠  à partir d’un certain rang, nn vu ~  si et seulement si 

lim 1n

n n

u

v→+∞
= . 

Si nn vu ~ , alors les suites ( )nu  et ( )nv   sont de même nature et 

admettent la même limite. 
 

fiche n°17 (suite) 
 

Equialences usuelles :  
• En ∞+ , un polynôme est équivalent à son terme de plus haut 

degré et une fraction rationnelle est équivalente au quotient des 
termes de plus haut degré de son numérateur et de son 
dénominateur. 

• Si lim ( 0)n
n

u
→+∞

= ≠l , alors l~nu . 

• Si  lim 0n
n

u
→+∞

= , alors : 

� nn uu ~)1ln( + . 

� n
nu

ue ~1− . 

� nn uu α−+ α ~1)1( . 

� nn uu ~sin . 

� nn uu ~tan . 

� 2

2

1
~cos1 nn uu− . 

• Si  lim 1n
n

u
→+∞

= , alors : 1~ln −nn uu  

Propriétés : 
• nn vu ~  si et seulement si )( nnn vovu =− . On écrit )( nnn vovu += . 

• Si nn vu ~ , alors nn uv ~ . 

• Si nn vu ~  et nn wv ~ , alors nn wu ~ . 

• Si nn vu ~ , alors nnnn wvwu ~ . 

• Si nn vu ~  et nn vu '~' , alors nnnn vvuu '~' . 

• Si nn vu ~  et nn vu '~' , alors 
n

n

n

n

v

v

u'

u

'
~ . 

• Si nn vu ~ , alors 
αα

nn vu ~ . 

Mais la relation d’équivalence n’est compatible ni avec l’addition ni 
avec la composition. 
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fiche n°18 

SERIES NUMERIQUES 

Définition 
Soit )( nu  une suite numérique.  

On appelle série numérique de terme général nu , notée )( nu∑ , la 

suite de terme général ∑
=

=
n

k
kn uS

0

. 

Sommes partielles d’une série 

La somme partielle d’ordre n de la série )( nu∑  est ∑
=

=
n

k
kn uS

0

. 

Série convergente 
La série )( nu∑  est convergente si la suite )(nS  est convergente. 

 Sa limite est appelée somme de la série et est notée : 

∑∑
=

+∞→

+∞

=

==
n

k
k

n
k

k uuS
00

lim . 

La somme n
nk

kn SSuR −== ∑
+∞

+= 1

 est le reste d’ordre n de la série. 

Série divergente 
La série )( nu∑  est divergente si elle n’est pas convergente. 

Propriétés 
• Une condition nécessaire, mais pas suffisante pour que la série 

soit convergente est : 0lim =
+∞→

n
n

u .  

Conséquence : si 0lim ≠
+∞→

n
n

u , la série est divergente. 

• On ne change pas la nature d’une série en supprimant les 
premiers termes. Mais on change sa somme. 

• Si *�∈λ , les séries )( nu∑  et )( nuλ∑  ont même nature. 

• Si )( nu∑  est une série convergente, les séries )( nv∑  et  

])( [ nn vu +∑  sont de même nature. 

 

fiche n°18 (suite) 
 
Séries à termes positifs 

• La série )( nu∑  converge ssi la suite )(nS  est majorée. 

• La série )( nu∑  diverge ssi +∞=
+∞→

n
n

Slim . 

• Si, à partir d’un certain rang, nn vu ≤  : 

- si la série )( nv∑  converge, alors la série )( nu∑  converge. 

- si la série )( nu∑  diverge, alors la série )( nv∑  diverge. 

• Si nn vu ~ , les séries )( nu∑  et )( nv∑  sont de même nature. 

Convergence absolue  
La série )( nu∑  est absolument convergente si la série )( nu∑  (de 

terme général nu ) est convergente.  

Toute série absolument convergente est convergente mais la 
réciproque est fausse. 

Séries géométriques et leurs séries dérivées 
Elles sont convergentes si et seulement si 11<<− x . 

x
x

k

k

−
=∑

+∞

=
1

1

0

      

2
0

1

)1(

1

x
kx

k

k

−
=∑

+∞

=

−      

3
0

2

)1(

2
)1(

x
xkk

k

k

−
=−∑

+∞

=

−  

Séries exponentielles 

Elles sont convergentes pour tout x réel et : x

k

k

e
k

x
=∑

+∞

=0
!

.    

Séries de Riemann 

La série 







α

∑
n

1
 est convergente si et seulement si 1>α . 
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fiche n°19 

DENOMBREMENT 

Cardinal d’un ensemble fini 
Si �≠E , c’est l’unique *n∈�  tel que E soit en bijection avec TP n,1 .
CardE n=  est le nombre d’éléments de E et 0Card =� . 
Propriétés :  
• AEA CardCardCard −=  
• )(CardCardCard)(Card BABABA ∩−+=∪  

• )(Card)(Card)(Card
)(CardCardCardCard)(Card
CBACBCA

BACBACBA
∩∩+∩−∩−

∩−++=∪∪  

 Formule du crible : ∑ ∑
= ≤<<≤

−

=













∩∩−=







 n

k nkii
kii

k
n

k
k AAA

1 ...11
1

1

1

)...(Card)1(Card U  

• )Card()Card()(Card BABA ×=×  
Partition  

Une famille ),...,( 1 nAA  de parties de E est une partition de E si : 

1) Leur réunion est égale à E : nAAE ∪∪= ...1 . 

2) Elles sont deux à deux disjointes : �=∩ ji AA  si ji ≠ . 

Alors nAAE Card...CardCard 1 ++= . 

Arbre de dénombrement 
Si une situation se décompose en k étapes ayant respectivement 1n ,…,

kn  issues possibles, alors on peut schématiser cette situation par un 

arbre et le nombre total d’issues est : knnn ××= ...1 . 

Notation factorielle 
Si 0≠n , !n  est le produit de tous les entiers compris entre 1 et n. 
Par définition : 1!0 = . 
Propriété : !)1()!1( nnn ×+=+  

Nombre de p-listes avec répétition 

Une p-liste avec répétition de E est un élément ),...,( 1 pxx  de pE .  

Si nE =Card , le nombre de p-listes avec répétition de E est : pn . 
C’est aussi le nombre d’applications d’un ensemble à p éléments dans 
un ensemble à n éléments.  

 

fiche n°19 (suite) 

Nombre de p-listes sans répétition (arrangements) 
Une p-liste sans répétition de E est un élément ),...,( 1 pxx  où les ix  

sont des éléments distincts de E. 
Si nE =Card , le nombre de p-listes sans répétition de E est : 

)!(

!

pn

n
A p

n
−

=    si np ≤≤0   0=p
nA  sinon 

C’est aussi le nombre d’applications injectives d’un ensemble à p 
éléments dans un ensemble à n éléments.  

Nombre de permutations 
Une permutation de E est une bijection de E dans E. Si nE =Card , une 
permutation de E correspond à une n-liste sans répétition de E.  
Donc le nombre de permutations de E est !n . 
C’est aussi le nombre de bijections de E dans F si nFE == CardCard .  

Nombre de parties à p éléments (combinaisons) 
Si nE =Card , le nombre de parties à p éléments est : 

)!(!

!

pnp

n

p

n

−
=








   si np ≤≤0   0=









p

n
 sinon 

Propriétés : 








−
=









pn

n

p

n
    









−
+







=







 +

1

1

p

n

p

n

p

n
 si np ≤≤1  

Formule de Vandermonde : 
0

n

k

p q p q

k n k n=

+    
=    −    

∑ . 

Nombre de parties d’un ensemble à n éléments 
Le nombre de parties d’un ensemble à n éléments est n2 . 

Nombre de manières d’ordonner des objets 
Le nombre de manières d’ordonner n objets est : !n . 

Nombre de tirages de p objets parmi n 

• Tirages successifs avec remise : pn . 

• Tirages successifs sans remise : 
)!(

!

pn

n
A p

n
−

=  si np ≤≤0 . 

• Tirages simultanés : 
)!(!

!

pnp

n

p

n

−
=








 si np ≤≤0 . 
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fiche n°20 

ESPACES PROBABILISES 
 
Expérience aléatoire 

Il s’agit d’une expérience à laquelle on peut associer l’ensemble Ω  
(univers) de tous les résultats ω  possibles (éventualités). 

Evénements 
Un événement A est une partie de Ω . Il est réalisé si A∈ω . 
Si �=A , c’est l’événement impossible. 
Si Ω=A , c’est l’événement certain. 
Si A n’a qu’un élémént ( { }ω=A ), c’est un événement élémentaire. 

Opérations sur les événements 
L’événement BA∩  est réalisé si A et B sont réalisés. 
Si �=∩ BA , les événements A et B sont incompatibles. 
L’événement BA∪  est réalisé si A ou  B est réalisé. 
L’événement A  est l’événement contraire de l’événement A. 
L’événement BABA ∩=−  est réalisé si A est réalisé, mais pas B. 

Tribu (ou algèbre) des événements 
On appelle tribu (ou σ - algèbre) d’événements toute partie A  de 

)(ΩP  qui vérifie : 
1) A∈Ω . 
2) AA ∈∈∀ AA . 

3) Pour toute suite �∈nnA )(  d’éléments de A  : A∈
+∞

=
U

0n
nA . 

La tribu engendrée par une famille de parties de Ω  est la plus 
petite tribu contenant cette famille. 

Propriétés des tribus 
A∈� . 

Si A et B sont des éléments de A , alors : A∈∩ BA ,  
A∈∪ BA  et A∈− BA . 

Pour toute suite �∈nnA )(  d’éléments de A  : A∈
+∞

=
I

0n
nA . 

 

fiche n°20 (suite) 
 
Espace probabilisable 

Un espace probabilisable ),(AΩ  associé à l’expérience aléatoire est 

la donnée de l’univers Ω  et d’une tribu A  d’événements. 
Probabilité 

Une probabilité P sur l’espace probabilisable ),(AΩ  est une 

application de l’ensemble des événements A  dans +
�  qui vérifie : 

1) 1)( =ΩP . 

2) Pour toute suite �∈nnA )(  d’éléments de A  deux à deux 

incompatibles : ∑
+∞

=

+∞

=

=














00

)(
n

n
n

n APAP U . 

Propriétés 
0)( =�P . 

1)(0 ≤≤ AP  pour tout événement A. 

)(1)( APAP −= . 
)()()()( BAPBPAPBAP ∩−+=∪ . 

Formule du crible : ∑ ∑
= ≤<<≤

−

=













∩∩−=







 n

k nkii
kii

k
n

k
k AAPAP

1 ...11
1

1

1

)...()1(U  

Si )( nA  est une suite croissante ( 1+⊂∈∀ nn AAn � ) d’éléments de 

A , alors : )(lim
0

n
n

n
n APAP

+∞→

+∞

=

=













U . 

Si )( nA  est une suite décroissante ( nn AAn ⊂∈∀ +1� ) d’éléments de 

A , alors : )(lim
0

n
n

n
n APAP

+∞→

+∞

=

=













I . 

Espace probabilisé 
Un espace probabilisé ),,( PAΩ  est la donnée de l’univers Ω , d’une 

tribu A  d’événements et d’une probabilité P. 
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fiche n°20 (suite) 
 

Cas d’un univers fini ou dénombrable 
Dans le cas où Ω  est un univers fini ou dénombrable, on prend en 
général pour tribu d’événements )(Ω=PA . 

Si { }Iii ∈ω=Ω /  où I est un ensemble fini ou dénombrable, la 
probabilité P est déterminée par les probabilités des événements 
élémentaires { })( ii Pp ω=  :  

0)( =�P  et si �≠A , alors ∑
∈

=
Ji

ipAP )(  où { }AIiJ i ∈ω∈= / . 

Réciproquement une famille de nombres Iiip ∈)(  définit une 

probabilité sur Ω  ssi : 10 ≤≤∈∀ ipIi  et 1=∑
∈Ii

ip . 

Equiprobabilité dans le cas d’un univers fini 
Si Ω  est un univers fini, il y a équiprobabilité sur Ω  si tous les 
événements élémentaires ont même probabilité (tous les ip  sont 

égaux). Alors 
Ω

=
Card

Card
)(

A
AP  pour tout événement A. 

Probabilité conditionnelle 
Soit ),,( PAΩ  un espace probabilisé et B un événement de 

probabilité 0)( ≠BP . Alors l’application BP  qui, à tout élément A 

de A , associe le réel positif 
)(

)(
)(

BP

BAP
APB

∩
=  est une probabilité 

sur ),( AΩ  : la probabilité conditionnée par B. 

Propriétés : )(1)( APAP BB −= . 

)'()'()()'( AAPAPAPAAP BBBB ∩−+=∪ . 
Formule des probabilités composées 

)()...()()()...(
11211 ...3211 nAAAAAn APAPAPAPAAP

n−∩∩∩=∩∩  

si pour tout { }1,...,1 −∈ nk , on a 0)...( 1 ≠∩∩ kAAP  

Cas particulier : )()()()()( APBPBPAPBAP AB ==∩  
si 0)( ≠AP  et 0)( ≠BP  

fiche n°20 (suite) 

Système complet d’événements 

IiiB ∈)(  est un système complet d’événements s’ils sont 2 à 2 

incompatibles ( �=∩ ji BB  si ji ≠ ), si leur réunion est Ω  et si 

0)( ≠∈∀ iBPIi . 

Cas particulier : un événement B et son contraire B . 
Formule des probabilités totales 

Si IiiB ∈)(  est un système complet d’événements : 

∑∑
∈∈

=∩=
Ii

iB
Ii

i BPAPBAPAP
i

)()()()( . 

Cas particulier : )()()()()( BPAPBPAPAP BB += . 

Formule de Bayes 
Si IiiB ∈)(  est un système complet d’événements : 

∑
∈

=

ii
iB

kB
kA

BPAP

BPAP
BP

i

k

)()(

)()(
)( . 

Indépendance de deux événements 
A et B sont indépendants si )()()( BPAPBAP =∩ . 

Alors A et B , A  et B, A  et B  sont aussi indépendants. 
Deux tribus A  et B  sont indépendantes si tout élément de A  est 
indépendant de tout élément de B  : 

)()()(),( BPAPBAPBA =∩×∈∀ BA . 
Indépendance de plusieurs événements 

Soit IiiA ∈)(  une famille d’événements avec I fini ou dénombrable. 

Les événements iA  sont deux à deux indépendants si pour tous ji ≠ , 

iA  et jA  sont indépendants. 

Les événements iA  sont mutuellement indépendants si pour toute 

partie finie J de I, on a : ∏
∈∈

=














Ji
i

Ji
i APAP )(I  . 

Alors les événements iB  avec ii AB =  ou ii AB =  sont indépendants 

L’indépendance mutuelle entraîne l’indépendance deux à deux. 
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fiche n°21 

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES 
 
Définition 

Une variable aléatoire X sur ),,( PAΩ  est une application de Ω  

dans � telle que pour tout intervalle I de � on ait A∈− )(1 IX . 

Si )(Ω=PA , toute application de Ω  dans � convient. 
Elle est discrète si l’ensemble )(ΩX  est fini ou infini dénombrable. 

Ensemble des valeurs prises par X 
{ }IkxX k ∈=Ω /)(   où I est un ensemble fini ( TP nI ,1= ) ou 

dénombrable ( *�=I ). On suppose ...21 << xx   

Notation : { }kk xXxX =ωΩ∈ω== )(/)( . 

Les événements IkkxX ∈= )(  forment un système complet 

d’événements. 
Loi de probabilité (ou distribution) de X 

)( kk xXPpIk ==∈∀ . 

Propriété : 1=∑
∈Ik

kp   (somme finie ou somme d’une série).  

Fonction de répartition 
])([)( xXPxFx ≤=∈∀ �  

F est une fonction en escalier croissante, continue à droite en tout x 
réel et admettant pour limites : 0)(lim =

−∞→
xF

x
 et 1)(lim =

+∞→
xF

x
. 

Détermination pratique : 
0)([,] 1 =∞−∈∀ xFxx  kkk ppxFxxx ++=∈∀ + ...)([,[ 11  

Et si { }nI ,...,1= , alors : 1)([,[ =+∞∈∀ xFxx n  

Loi de X : On peut retrouver la loi de la variable aléatoire X à l’aide 
de sa fonction de répartition F : 

)( 11 xFp =   )()(2 1−−=≥∀ kkk xFxFpk  

Probabilités d’événements :  
)()( aFaXP =≤ .   )(1)( aFaXP −=> . 

)()()( aFbFbXaP −=≤< .  

 

fiche n°21 (suite) 

Espérance mathématique de X 

∑
∈

==

Ik
kk xXPxXE )()(   sous réserve de convergence absolue. 

Dans le cas où I est fini, la variable X a toujours une espérance. 
Mais si I est infini, elle n’a une espérance que si la série est 
absolument convergente. 
L’espérance mathématique de X est la valeur moyenne de X. 
La variable aléatoire X est centrée si 0)( =XE . 

Théorème de transfert  (sous réserve d’existence) :

  ∑
∈

=ϕ=

Ik
kk xXPxYE )()()(  si )(XY ϕ= . 

Conséquence : bXaEbaXE +=+ )()( . 
Linéarité : )()()( YEXEYXE +=+ . 

Positivité : Si +⊂Ω �)(X , alors 0)( ≥XE . 
Variance de X 

))](([)( 2XEXEXV −=   sous réserve d’existence. 

Dans le cas où I est fini, la variable X a toujours une variance. Mais 

si I est infini, elle n’a une variance que si 2X  a une espérance. 
La variance de X mesure la dispersion de X autour de sa moyenne. 

Propriétés : 0)( ≥XV . 
22 )]([)()( XEXEXV −= . 

)()( 2 XVabaXV =+ . 
),cov(2)()()( YXYVXVYXV ++=+ .   

avec )()()(),cov( YEXEXYEYX −= . 
Ecart-type 

)()( XVX =σ    si la variable aléatoire X a une variance. 

La variable aléatoire X est réduite si 1)( =σ X . 

Propriété : )()( XabaX σ=+σ . 

Variable centrée réduite associée à X 

C’est *
X m

X
−

=
σ

 si X a une espérance m et un écart-type 0≠σ . 
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fiche n°22 

LOIS DISCRETES FINIES 
 

Loi uniforme U U U U (n)  *)( �∈n  � ⤻ )(nU  ssi  TP nX ,1)( =Ω  et TP nk ,1∈∀    
n

kXP
1

)( ==  

Espérance : 
2

1
)(

+
=

n
XE   Variance : 

12

1
)(

2 −
=

n
XV  

Loi uniforme UUUU (��, ��)  ( ,  et  )a b a b∈ ∈ ≤� �  

On introduit : 1),Card( +−== abban TP . � ⤻U (��, ��) ssi TP baX ,)( =Ω  et TP bak ,∈∀   
n

kXP
1

)( ==  

Espérance : ( )
2

a b
E X

+
=   Variance : 

12

1
)(

2 −
=

n
XV  

Loi de Bernoulli BBBB (p)   [)1,0]( ∈p  � ⤻ )( pB   ssi { }1,0)( =ΩX  et : 




==

−==

pXP

pXP

)1(

1)0(
 

Espérance : pXE =)(   Variance : )1()( ppXV −=  
Epreuve de Bernoulli : Succès ou Echec (p : probabilité de succès) 

Loi binomiale BBBB (n, p)   ( *�∈n  et [1,0]∈p ) � ⤻ ),( pnB   ssi TP nX ,0)( =Ω  et 	(� = 
) = ��
��(1− �)��� 

Espérance : npXE =)(   Variance : )1()( pnpXV −=  

Schéma de Bernoulli : On répète n fois, de manière indépendante et 
dans les mêmes conditions, une épreuve de Bernoulli dont la 
probabilité de succès est p (par exemple n tirages successifs avec 
remise dans une même urne contenant une proportion p de boules 
blanches). Alors le nombre X de succès (boules blanches) suit la loi 
binômiale B (�, �) . 
Stabilité : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de 
lois B (�, �)  et B (�,�), alors YX +  suit la loi B (�+�,�). 
 
 

fiche n°22 (suite) 

Loi hypergéométrique HHHH (N,n,p) ( *�∈N , *�∈n , [1,0]∈p , *�∈Np ) � ⤻ ),,( pnNH  ssi TP nX ,0)( ⊂Ω  et 


















−

−









==

n

N

kn

pN

k

Np

kXP

)1(

)(   

Espérance : npXE =)(  Variance : 
1

)1()(
−

−
−=

N

nN
pnpXV  

Exemple : On effectue n tirages successifs sans remise (ou simultanés) 
dans une même urne qui contient N boules avec une proportion p de 
boules blanches. Alors le nombre X de boules blanches obtenues suit 
la loi hypergéométrique ),,( pnNH . 

LOIS DISCRETES INFINIES 

Loi géométrique GGGG    (p) [)1,0]( ∈p  � ⤻ )( pG  ssi *)( �=ΩX  et *�∈∀k  ppkXP k 1)1()( −−==  

Espérance : 
p

XE
1

)( =   Variance : 
2

1
)(

p

p
XV

−
=  

Exemple : On répète de manière indépendante et dans les mêmes 
conditions, une épreuve de Bernoulli dont la probabilité de succès est 
p (par exemple lancer indéfiniment une pièce dont la probabilité de 
« pile » est p). Alors le rang X  (ou temps d’attente) du premier 
succès (premier « pile ») suit la loi géométrique G (�).. 

Loi de Poisson PPPP (����)  [),0]( +∞∈λ  � ⤻ )(λP  ssi  �=Ω)(X  et �∈∀k    λλ −== e
k

kXP
k

!
)(  

Espérance : λ=)(XE   Variance : λ=)(XV  

Exemple : Flux d’individus pendant une période donnée ou nombre 
d’objets présentant un défaut dans une production en série. 

Stabilité : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de 
lois P (�) et P (�) , alors YX +  suit la loi P (� + �). 
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fiche n°23 

GENERALITES SUR LES FONCTIONS 
 

Fonction 
Une fonction f d’un ensemble E vers un ensemble F associe à tout 
élément x de E au plus un élément y de F (donc 0 ou 1). 
Son ensemble de définition fD  est l’ensemble des éléments x de E 

qui sont associés à un élément y de F (qui possèdent une image). 
On a une fonction réelle d’une variable réelle si �== FE . 
Sa courbe représentative dans un repère est l’ensemble des points 

),( yxM  tels que fDx∈  et )(xfy = . 

Fonction paire 
Une fonction f est paire si : 
- fD  est symétrique par rapport à 0 : ff DxDx ∈−∈∀ )( . 

-  )()( xfxfDx f =−∈∀ . 

On l’étudie sur [,0[ +∞∩fD  et on complète sa courbe par symétrie 

par rapport à l’axe des ordonnées. 
Fonction impaire 

Une fonction f est impaire si : 
- fD  est symétrique par rapport à 0 : ff DxDx ∈−∈∀ )( . 

-  )()( xfxfDx f −=−∈∀ . 

On l’étudie sur [,0[ +∞∩fD  et on complète sa courbe par symétrie 

par rapport au point O. 
Fonction périodique 

Une fonction f est périodique s’il existe un réel 0>T  tel que : 
- fD  est invariant par translation de T : ff DTxDx ∈+∈∀ )( . 

-  )()( xfTxfDx f =+∈∀ . 

La période est le plus petit réel 0>T  qui convient (s’il existe). On 
étudie f sur ],[ TaaD f +∩  (a quelconque) et on complète sa 

courbe par des translations de vecteurs ikT
r

 où �∈k . 

 

fiche n°23 (suite) 

Fonction bornée 
Une fonction f est majorée sur un intervalle I s’il existe un réel M 
(majorant) tel que : MxfIx ≤∈∀ )( . 
Une fonction f est minorée sur un intervalle I s’il existe un réel m 
(minorant) tel que : mxfIx ≥∈∀ )( . 
Une fonction f est bornée sur I si elle est majorée et minorée. 

Fonction monotone 
Une fonction f est croissante sur un intervalle I si, pour tous a et b 
de I vérifiant ba ≤ , on a )()( bfaf ≤  (f conserve le sens). 

Une fonction f est strictement croissante sur un intervalle I si, pour 
tous a et b de I vérifiant ba < , on a )()( bfaf < . 

Une fonction f est décroissante sur un intervalle I si, pour tous a et 
b de I  vérifiant ba ≤ , on a )()( bfaf ≥  (f change le sens). 

Une fonction f est strictement décroissante sur un intervalle I si, 
pour tous a et b de I vérifiant ba < , on a )()( bfaf > . 

La fonction f est (strictement) monotone si elle est (strictement) 
croissante ou décroissante. 

Extremum d’une fonction sur un intervalle 
Une fonction f admet sur I un maximum global en Ia∈  si : 

)()( afxfIx ≤∈∀ . 

Une fonction f admet sur I un maximum local en Ia∈  s’il existe 
0>α  tel que : )()([,] afxfaaIx ≤α+α−∩∈∀ . 

Une fonction f admet sur un intervalle I un minimum global en 
Ia∈  si : )()( afxfIx ≥∈∀ . 

Une fonction f admet sur I un minimum local en Ia∈  s’il existe 
0>α  tel que : )()([,] afxfaaIx ≥α+α−∩∈∀ . 

La fonction f admet en a un extremum global (local) si elle admet 
un maximum ou un minimum global (local). 
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fiche n°24 

LIMITES 

Définition 
Une fonction f définie au voisinage de a∈�  (réel ou ∞± ) admet 

en a une limite ∈l �  si : 

VxfWDxaWV f ∈∩∈∀∈∃∈∀ )()()( VV l  

Application aux différents cas ( a∈�  et ∈l � ) 

l=
→

)(lim xf
ax

 si : 0 0 ( )fx D x a f x∀ε > ∃α > ∀ ∈ − < α ⇒ − < εl  

l=
∞+→

)(lim xf
x

 si : 0 0 ( )fB x D x B f x∀ε > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ − < εl   

lim ( )
x

f x
→ −∞

= l  si : 0 0 ( )fB x D x B f x∀ε > ∃ > ∀ ∈ < − ⇒ − < εl  

+∞=
→

)(lim xf
ax

  si : 0 0 ( )fA x D x a f x A∀ > ∃α > ∀ ∈ − < α⇒ >  

lim ( )
x a

f x
→

= −∞   si : 0 0 ( )fA x D x a f x A∀ > ∃α > ∀ ∈ − < α⇒ < −  

+∞=
∞+→

)(lim xf
x

  si : 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ >  

lim ( )
x

f x
→ +∞

= −∞   si : 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ < −  

lim ( )
x

f x
→ −∞

= +∞   si : 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ < − ⇒ >  

lim ( )
x

f x
→ −∞

= −∞   si : 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ < − ⇒ < −  

Limites à gauche et à droite 
Une fonction f admet en a∈�  une limite à gauche ∈l �  si la 
restriction de f à ] , [fD a∩ −∞  admet la limite l . Les définitions 

s’obtiennent en remplaçant x a− < α  par a x a−α < < . 

Une fonction f admet en a∈�  une limite à droite ∈l �  si la 
restriction de f à ] , [fD a∩ +∞  admet la limite l . Les définitions 

s’obtiennent en remplaçant x a− < α  par a x a< < + α . 

Unicité 
Si une fonction admet en a une limite l , cette limite est unique. 
 

fiche n°24 (suite) 

Caractérisation séquentielle d’une limite 
l=

→

)(lim xf
ax

 si et seulement si pour toute suite ( )nu  convergeant 

vers a, la suite ( ( ))nf u  converge vers l . 

0pérations algébriques sur les limites ( l  et 'l  réels) 
Somme 

u v vu +  
l  'l  'll +  
∞+  'l  ∞+  
∞−  'l  ∞−  
∞+  ∞+  ∞+  
∞−  ∞−  ∞−  
∞+  ∞−  Indétermination 

Produit (compléter par la règle des signes) 

u v uv 
l  'l  'll  
∞  0'≠l  ∞  
∞  0 Indétermination 
∞  ∞  ∞  

Quotient (compléter par la règle des signes) 

u v vu  

l  0'≠l  'll  
0≠l  0 ∞  

0 0 Indétermination 
∞  'l  ∞  
l  ∞  0 
∞  ∞  Indétermination 

Composition de limites (a, b et l  réels ou infinis) 

Si bxu
ax

=
→

)(lim  et si l=
→

)(lim xv
bx

, alors lo =
→

))((lim xuv
ax

. 

Méthode : En posant )(xuX = , on obtient : 
lo ==

→→

)(lim))((lim Xvxuv
bXax
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fiche n°24 (suite)  
Compatibilité avec l’ordre (a réel ou infini, l  et 'l  réels) 

Si, pour tout x au voisinage de a, )()( xgxf ≤  et : 

• si l=
→

)(lim xf
ax

 et ')(lim l=
→

xg
ax

, alors 'll ≤   

(même si l’inégalité sur les fonctions est stricte). 
• si +∞=

→

)(lim xf
ax

, alors +∞=
→

)(lim xg
ax

. 

• si −∞=
→

)(lim xg
ax

, alors −∞=
→

)(lim xf
ax

. 

Théorème d’encadrement (a réel ou infini) 

Si, pour tout x au voisinage de a, )()()( xvxfxu ≤≤ , et si les deux 
fonctions u et v admettent en a la même limite réelle : 

l==
→→

)(lim)(lim xvxu
axax

, alors la fonction f admet en a une limite 

égale à l  : l=
→

)(lim xf
ax

. 

Limite d’une fonction monotone 

Si f est une fonction croissante sur [,] ba  (a et b réels ou infinis) : 

- Si f est majorée, f a une limite réelle en b. Sinon +∞=
→

)(lim xf
bx

. 

- Si f est minorée, f a une limite réelle en a. Sinon −∞=
→

)(lim xf
ax

. 
Si f est une fonction décroissante sur [,] ba  (a et b réels ou infinis) : 

- Si f est minorée, f a une limite réelle en b. Sinon −∞=
→

)(lim xf
bx

. 

- Si f est majorée, f a une limite réelle en a. Sinon +∞=
→

)(lim xf
ax

. 
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fiche n°25 

INTERPRETATION DES LIMITES 
 

Cas où l=
→

)(lim xf
ax

 

La courbe de f admet un « point limite » ),( laA  (ou point d’arrêt). 
On obtient le coefficient directeur de la tangente en A en étudiant la 

limite de 
ax

xf

−

− l)(
 quand x tend vers a (ou des demi-tangentes si l’on 

étudie les limites à gauche ou à droite de a). 

Cas où ∞=
→

)(lim xf
ax

 

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation ax = . 

Cas où l=
∞→

)(lim xf
x

 

La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation l=y . 

Cas où ∞=
∞→

)(lim xf
x

 

Les courbes de f et de g sont asymptotes si 0)]()([lim =−
∞→

xgxf
x

. 

En particulier, la droite d’équation baxy +=  est asymptote à la courbe 

de f si lim[ ( ) ] 0
x

f x ax b
→∞

− − = . 

Etude de la branche infinie : on étudie 
x

xf

x

)(
lim

∞→

. 

Si ∞=
∞→ x

xf

x

)(
lim  : branche parabolique de direction Oy. 

Si 0
)(

lim =
∞→ x

xf

x
 : branche parabolique de direction Ox. 

Si )0(
)(

lim ≠=
∞→

a
x

xf

x
 : on étudie ])([lim axxf

x
−

∞→

. 

Si ∞=−
∞→

])([lim axxf
x

 : direction asymptotique axy = . 

Si baxxf
x

=−
∞→

])([lim  : asymptote oblique d’équation baxy += . 
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fiche n°26 

COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS 
 

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a∈� . 
Négligeabilité 

f est négligeable devant g au voisinage de a, noté ( )
a

f o g= , s’il existe 

un voisinage V de a et une fonction ε  définie sur V qui vérifie : 
( ) ( ) ( )x V f x x g x∀ ∈ = ε  et 0)(lim =ε

→
x

ax
.  

Si g ne s’annule pas au voisinage de a, ( )
a

f o g=  ssi 0
)(

)(
lim =
→ xg

xf

ax
. 

Propriétés de la négligeabilité au voisinage de a 
Si ( )

a
f o g=  et si ( )

a
g o h= , alors ( )

a
f o h= . 

1

1 2
2

( )
( )

( )
a

a
a

f o g
f f o g

f o g

= 
⇒ + =

= 

.         
1 1

1 2 1 2
2 2

( )
( )

( )
a

a
a

f o g
f f o g g

f o g

= 
⇒ =

= 

. 

Si ( )
a

f o g= , alors ( )
a

f o g
α α
=  si 0α > . 

La relation n’est compatible ni avec la composition, ni avec la division. 
Négligeabilités usuelles 

En +∞  

( )x o xα β

+∞
=  si 0≤ α < β  

(ln ) ( )x o xα β

+∞
=  si 0>α  et 0β >  

( )xx o eα β

+∞
=  si 0>α  et 0β >  

En 0 
0

( )x o xα β=  si 0≤ β < α  

0

1
(ln )x o

x
α

β

 =  
 

 si 0>α  et 0β >  

En −∞  
1xe o
x

α
β−∞

 
 =
 
 

 si 0>α  et 0β >  

 

fiche n°26 (suite) 

Equivalence 
f est équivalente à g au voisinage de a, noté gf

a
~ , s’il existe un 

voisinage V de a et une fonction ε  définie sur V qui vérifie : 
( ) [1 ( )] ( )x V f x x g x∀ ∈ = + ε  et 0)(lim =ε

→
x

ax
.  

Donc gf
a
~  si et seulement si ( )

a
f g o g− = . 

Si g ne s’annule pas au voisinage de a, gf
a
~  ssi 

( )
lim 1

( )x a

f x

g x→
= . 

Si gf
a
~  et si lim ( )

x a
g x

→
= l , alors lim ( )

x a
f x

→
= l  (avec ∈l � ). 

Si lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

= = l (réel non nul), alors gf
a
~ . 

Propriétés de l’équivalence au voisinage de a 
Si gf

a
~ , alors fg

a
~ . 

Si gf
a
~  et si hg

a
~ , alors hf

a
~ . 

Si 
1 1

2 2

~

~
a

a

f g

f g





alors 1 2 1 2~
a

f f g g  et 1 1

2 2

~
a

f g

f g
 (s’ils sont définis).  

Si ~
a

f g , alors ~
a

f g
α α

 pour tout α .            

La relation n’est compatible ni avec la composition, ni avec l’addition. 
Equivalences usuelles 

En ±∞  
Polynôme 

∞
~ Terme de plus haut degré 

Fraction rationnelle 
∞
~ Quotient des termes de plus haut degré 

En 0 

0
ln(1 ) ~x x+  

0
1 ~xe x−  xx α−+ α

0
~1)1(  

0
sin ~x x  

0
tan ~x x  

2

0
1 cos ~

2

x
x−  

Polynôme 
0
~ Terme de plus bas degré 

Fraction rationnelle 
0
~ Quotient des termes de plus bas degré 

En 1 1~ln
1

−xx   
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fiche n°27 

CONTINUITE 
Continuité en un point 

La fonction f doit être définie en a et au voisinage de a. 
f est continue en a si )()(lim afxf

ax
=

→
. 

f est continue à gauche ou à droite de a s’il n’y a égalité qu’avec la 
limite à gauche ou à droite. 

Prolongement par continuité en un point 
Une fonction f définie au voisinage de a, mais pas en a est 
prolongeable par continuité en a si elle admet une limite réelle l  

en a. Son prolongement est la fonction f
~

 continue en a qui est 

définie par : )()(
~

xfxfDx f =∈∀  et l=)(
~

af . 

Continuité sur un intervalle 
f est continue sur un intervalle I si f est continue en tout point de 
l’intervalle I. 
Si ],[ baI = , f doit être continue en tout point de [,]ba , continue à 
droite en a et continue à gauche en b. 

Opérations 
• Si u est continue sur un intervalle I et si k est une constante, 

alors ku est continue sur l’intervalle I. 
• Si u et v sont continues sur un intervalle I, alors vu +  et uv sont 

continues sur l’intervalle I. 

• Si u et v sont continues sur un intervalle I, alors 
v

u
 est continue 

sur l’intervalle I privé des points où v s’annule. 
• Si u est continue sur un intervalle I et si v est continue sur 

l’image )(Iu , alors uv o  est continue sur l’intervalle I. 
Fonctions usuelles 

• Les fonctions polynômes, rationnelles, logarithme, 
exponentielles, puissances, trigonométriques sont continues sur 
leur ensemble de définition ainsi que la fonction xx a . 

• La fonction  xxx =)(Enta   est continue sur �� − , mais pas 
sur � . 

 

fiche n°27 (suite) 
 
Image d’un intervalle 

{ }IxxfIf ∈= /)()(  
Donc l’équation mxf =)(  admet des solutions dans I (pas 
forcément une unique solution) si et seulement si )(Ifm∈ . 

Théorème des valeurs intermédiaires 
L’image d’un intervalle I par une fonction continue f est un 
intervalle (pas forcément de même nature). 
Conséquence : Si f est continue sur l’intervalle I et si f prend deux 
valeurs distinctes, elle prend au moins une fois toutes les valeurs 
intermédiaires. En particulier, si elle prend une valeur positive et 
une valeur négative, elle s’annule au moins une fois sur I. 

Fonction continue sur un segment [a,b] 
L’image d’un segment par une fonction continue est un segment. 
Conséquence : Si f est continue sur un segment ],[ba , elle est 

bornée, possède un minimum )(Inf
],[

tfm
bat∈

=  et un maximum 

)(Sup
],[

tfM
bat∈

=  qu’elle atteint (il existe ],[ bac∈  et ],[ bad ∈  tels 

que )(cfm =  et )(dfM = ), et elle prend au moins une fois toute 

valeur comprise entre m et M.  
Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, )(If  

est un intervalle de même nature (ouvert ou fermé) que I, obtenu en  
prenant les valeurs de f ou les limites de f aux bornes de I (il faut 
intervertir les bornes si f est décroissante). 

Théorème de bijection 
Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, f 

définit une bijection de I dans )(If . Sa fonction réciproque 1−f  
est continue et strictement monotone (même sens que f) sur )(If . 

Les courbes de f et 1−f  sont symétriques par rapport à  la droite ∆  
d’équation : xy = . 
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fiche n°28 

DERIVATION 
Dérivabilité en un point 

La fonction f doit être définie en a et au voisinage de a. 

f est dérivable en a si son taux d’accroissement 
ax

afxf

−
− )()(

 a une 

limite réelle en a : 
h

afhaf

ax

afxf
af

hax

)()(
lim

)()(
lim)('

0

−+
=

−
−

=
→→

 

La fonction est dérivable à gauche ou à droite de a si son taux 
d’accroissement en a admet une limite réelle à gauche ou à droite. 
Elle est dérivable en a ssi ces deux limites sont égales. 

Développement limité d’ordre 1 
Si f est dérivable en a, il existe un voisinage V de 0 tel que : 

( ) ( ) '( ) ( )h V f a h f a hf a h h∀ ∈ + = + + ε  avec 0)(lim
0

=ε
→

h
h

. 

Conséquence : Toute fonction dérivable en a est continue en a 
(réciproque fausse). 
Exemples classiques : Toujours avec 0)(lim

0
=ε

→
h

h
 : 

)()1ln( hhhh ε+=+    )(1 hhheh ε++=    )(1)1( hhhh ε+α+=+ α  
sin ( )h h h h= + ε          tan ( )h h h h= + ε     cosh 1 ( )h h= + ε  

Interprétation géométrique 
• Si f est dérivable en a, sa courbe représentative admet au point A 

d’abscisse a une tangente d’équation : )()(')( afafaxy +−= . 
La tangente en A est horizontale si et seulement si 0)('=af . 

• Si le taux d’accroissement de f en a tend vers ∞± , sa courbe 
admet en A une tangente verticale. 

• Si le taux d’accroissement de f en a admet à gauche et à droite des 
limites réelles différentes, sa courbe admet deux demi-tangentes 
distinctes à gauche et à droite du point  A : le point A est un point 
« anguleux ».  

• Si le taux d’accroissement de f en a admet à gauche et à droite des 
limites infinies, sa courbe admet deux demi-tangentes verticales : 
le point A est soit un point d’inflexion soit un point de 
rebroussement. 

 

fiche n°28 (suite) 

Dérivabilité sur un intervalle 
f est dérivable sur un intervalle I si f est dérivable en tout Ia∈ . 

Alors sa fonction dérivée est la fonction 
h

xfhxf
x

h

)()(
lim

0

−+
→

a . 

Toute fonction dérivable sur I est continue sur I. 

Dérivées usuelles 
cxf =)(   0)(' =xf  
xxf =)(   1)(' =xf  
α= xxf )(   1)(' −αα= xxf  

x
xf

1
)( =   

2

1
)('

x
xf −=  

xxf =)(   
x

xf
2

1
)(' =   si 0≠x   

xxf ln)( =   
x

xf
1

)(' =  

xexf =)(   xexf =)('  
( ) sinf x x=   '( ) cosf x x=  
( ) cosf x x=   '( ) sinf x x= −  

( ) tanf x x=   2
2

1
'( ) 1 tan

cos
f x x

x
= = +  

( ) cotanf x x=   2
2

1
'( ) 1 cotan

sin
f x x

x
= − = − −  

( ) Arcsinf x x=  
2

1
'( )

1
f x

x
=

−
 si 1x ≠ ±  

( ) Arccosf x x=  
2

1
'( )

1
f x

x
= −

−
 si 1x ≠ ±  

( ) Arctanf x x=  
2

1
'( )

1
f x

x
=

+
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fiche n°28 (suite) 

Opérations 
• Si u et v sont dérivables sur l’intervalle I et si k est une constante, 

alors vu + , uv et ku sont dérivables sur I, et 
v

u
 est dérivable sur I 

privé des points où v s’annule. 

'')'( vuvu +=+     '')'( uvvuuv +=     ')'( kuku =      
2

'
''

v

uvvu

v

u −
=







  

• Si u est dérivable sur l’intervalle I et si v est dérivable sur )(Iu , 
alors uv o  est dérivable sur I : ')'()'( uuvuv ×= oo . 

2

'
'1

u

u

u
−=







      
u

u
u

2

'
)'( =      1')'( −αα α= uuu      uu eue ')'( =  

'
(ln ) '

u
u

u
=      (sin ) ' 'cosu u u=      (cos ) ' 'sinu u u= −   … 

• Si u est dérivable et bijective de l’intervalle I dans l’intervalle 

)(Iu , sa réciproque 1−u  est dérivable sur { }0)('/)()( =− xuxuIu   

et 
1

1

'

1
)'(

−
− =

uu
u

o

. 

Sens de variation 
Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I : 
• f est constante sur I si et seulement si 0)(' =∈∀ xfIx . 
• f est croissante sur I si et seulement si '( ) 0x I f x∀ ∈ ≥ . 
• f est décroissante sur I si et seulement si '( ) 0x I f x∀ ∈ ≤ . 
• Si 0)(' >∈∀ xfIx  (sauf peut-être en un nombre fini de 

points), f est strictement croissante sur I.  
• Si 0)(' <∈∀ xfIx  (sauf peut-être en un nombre fini de 

points), f est strictement décroissante sur I. 

Extremum local 
Une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert I admet un 
extremum local en a I∈  si et seulement si sa dérivée 'f  s’annule 
en changeant de signe en a. 

Dérivée d’ordre n 
Sous réserve d’existence : ff =)0(  et ( )')()1( nn ffn =∈∀ +

� . 

fiche n°28 (suite) 

Classes de fonctions 
Sur un intervalle I, une fonction f est : 
• de classe nD  si elle est dérivable n fois sur I. 

• de classe nC  si elle est dérivable n fois et si ( )nf  est continue sur I. 

• de classe ∞C  si elle est indéfiniment dérivable sur I (elle admet des 
dérivées de tout ordre). 

Formule de Leibniz : ( ) ( ) ( )

0

( )
n

n k n k

k

n
uv u v

k
−

=

 
=  

 
∑  si u et  v sont nD . 

Les fonctions polynômes, rationnelles, logarithme, exponentielle, 

trigonométriques sont de classe ∞C  sur leur ensemble de définition. 

Les fonctions αxx a  sont de classe 1C  sur leur ensemble de 
définition si 0≤α  ou 1≥α , et sur [,0] +∞  si 10 <α<  (donc en 

particulier x xa ). La fonction xx a  est de classe ∞C  sur �*. 

Prolongement de la dérivée 

Si f est continue sur ],[ba , de classe 1C  sur ] , ]a b  et si sa dérivée 'f  

admet une limite réelle en a, alors f est de classe 1C  sur ],[ ba . 

Donc f est dérivable en a et )('lim)(' xfaf
ax→

= . 

Si ∞=
→

)('lim xf
ax

, la fonction f n’est pas dérivable en a, et la courbe 

admet une tangente verticale au point d’abscisse a. 
Théorème de Rolle ( )a b<  

Si f est continue sur [ , ]a b  et dérivable sur ] , [a b , et si ( ) ( )f a f b= , 
alors il existe ] , [c a b∈  tel que '( ) 0f c = . 

Egalité des accroissements finis ( )a b<  
Si f est continue sur [ , ]a b  et dérivable sur ] , [a b , alors il existe 

] , [c a b∈  tel que ( ) ( ) ( ) '( )f b f a b a f c− = − . 
Inégalités des accroissements finis 

Si f est dérivable sur un intervalle I et si Ia∈  et Ib∈  : 
Première inégalité (si ba ≤ ) 

Si [ , ] '( )x a b m f x M∀ ∈ ≤ ≤ , alors : )()()()( abMafbfabm −≤−≤−  
Deuxième inégalité (a et b sont quelconques dans I) 
Si MxfIx ≤∈∀ )(' , alors : abMafbf −≤− )()( . 
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fiche n°29 

CONVEXITE 

Ensemble convexe 
Une partie D du plan est convexe si pour tous points A et B de D, le 
segment ],[ BA  est contenu dans D, c’est-à-dire que pour tout 

[0,1]t∈ , le barycentre de ( , )A t  et ( ,1 )B t−  appartient à D.  

Fonction convexe 
Une fonction f est convexe sur un intervalle I  si : 

)()1()(])1([]1,0[),( 2 bftatfbttaftIba −+≤−+∈∀∈∀  
Sa courbe est en dessous de ses cordes. 

Fonction concave 
Une fonction f est concave sur un intervalle I  si : 

2( , ) [0,1] [ (1 ) ] ( ) (1 ) ( )a b I t f ta t b tf a t f b∀ ∈ ∀ ∈ + − ≥ + −  
Sa courbe est au dessus de ses cordes. 
La fonction f est concave sur I si la fonction )( f−  est convexe sur I. 

Cas des fonctions dérivables une fois 
Une fonction f dérivable sur un intervalle I est convexe si et 
seulement si sa dérivée 'f  est croissante. 
C’est équivalent à dire que sa courbe est au dessus de ses tangentes. 
Une fonction f dérivable sur un intervalle I est concave si et 
seulement si sa dérivée 'f  est décroissante. 
C’est équivalent à dire que sa courbe est en dessous de ses tangentes. 

Cas des fonctions dérivables deux fois 
Une fonction f dérivable deux fois sur un intervalle I est convexe si 
et seulement si  0)(" ≥∈∀ xfIx . 
Une fonction f dérivable deux fois sur un intervalle I est concave si et 
seulement si  0)(" ≤∈∀ xfIx . 

Point d’inflexion  
Un point d’inflexion est un point où la courbe traverse sa tangente. 
Si f est dérivable deux fois sur l’intervalle I, le point A d’abscisse a 
est un point d’inflexion de la courbe si et seulement si la dérivée "f  
s’annule en a en changeant de signe.  
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fiche n°30 

PLAN D’ETUDE D’UNE FONCTION 
 

• Déterminer l’ensemble de définition de la fonction s’il n’est pas 
donné dans l’énoncé. 

• Réduire éventuellement cet ensemble par la recherche de la 
parité et de la périodicité de la fonction. 

• Etudier de la continuité de la fonction. 
• Déterminer les limites de la fonction aux bornes de l’ensemble 

d’étude et aux points où les théorèmes de continuité ne 
s’appliquent pas. Interpréter géométriquement ces limites. 

• Etudier la dérivabilité de la fonction. 
• Déterminer la limite du taux d’accroissement aux points où les 

théorèmes de dérivabilité ne s’appliquent pas. Interpréter 
géométriquement ces limites en termes de tangentes. 

• Calculer la dérivée de la fonction et étudier le signe de cette 
dérivée (une étude de fonction auxiliaire est parfois nécessaire).  

• En déduire le sens de variation de la fonction. 
• Résumer tous les résultats précédents dans un tableau après en 

avoir vérifié la cohérence. Calculer les coordonnées des points 
« particuliers » rencontrés dans l’étude et des points à tangente 
horizontale ( 0)(' =xf ). Ne jamais mettre de valeurs 
approchées dans un tableau. 

• Eventuellement calculer la dérivée seconde pour étudier la 
convexité de la fonction et déterminer les éventuels points 
d’inflexion de la courbe. 

• Tracer la courbe représentative de la fonction : 
- Choisir astucieusement la position du repère dans le plan et 
l’unité de longueur si elle n’est pas donnée dans l’énoncé. 
Sinon, respecter l’unité imposée par l’énoncé. 
- Placer les asymptotes et les points particuliers (avec leur 
tangente). 
- Tracer la courbe en plaçant quelques autres points sans 
oublier de vérifier la cohérence avec le tableau de variations. 
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fiche n°31 

PRIMITIVES 
 
Définition 

Une fonction F est primitive d’une fonction f sur un intervalle J si 
F est dérivable sur J et si : )()(' xfxFJx =∈∀ . 

Existence 
Toute fonction f continue sur un intervalle J admet une infinité de 
primitives sur J. Elles sont toutes obtenues à partir de l’une d’entre 
elles en ajoutant des constantes. 

Unicité 
Etant donnée une fonction f continue sur un intervalle J, un réel 
a J∈  et un réel b quelconque, il existe une unique primitive F de f 
sur J qui vérifie baF =)( . 

Primitives usuelles 

cxf =)(    kcxxF +=)(  

α= xxf )(  ( 1−≠α )  kxxF +
+α

= +α 1

1

1
)(  

x
xf

1
)( =    kxxF += ln)(  

xexf =)(    kexF x +=)(  
( ) sinf x x=    ( ) cosF x x k= − +  
( ) cosf x x=    ( ) sinF x x k= +  

2
2

1
( ) 1 tan

cos
f x x

x
= = +  ( ) tanF x x k= +  

2

1
( )

1
f x

x
=

+
   ( ) ArctanF x x k= +  

2

1
( )

1
f x

x
=

−
  





+−

+
=

kx

kx
xF

cosArc

Arcsin
)(  

 
 

fiche n°31 (suite) 
 
Opérations algébriques sur les primitives 

vuf +=    kVUF ++=  
uf λ=     kUF +λ=  

Primitives obtenues par composition de fonction 
α= uuf '  ( 1−≠α ) kuF +

+α
= +α 1

1

1
 

u

u
f

'
=  kuF += ln  

ueuf '=  keF u +=  
( ) 'sinf x u u=           cosF u k= − +  
( ) 'cosf x u u=           sinF u k= +  

2
2

'
( ) '(1 tan )

cos

u
f x u u

u
= = +         tanF u k= +  

2

'
( )

1

u
f x

u
=

+
         ArctanF u k= +  

2

'
( )

1

u
f x

u
=

−
        





+−

+
=

ku

ku
xF

cosArc

Arcsin
)(  

Interprétation géométrique 
Si f est une fonction continue et positive sur l’intervalle ],[ba  
(avec ba < ), la fonction F qui, à tout réel t de ],[ ba , associe l’aire 

de la partie de plan située sous la courbe de f et limitée par l’axe 
des abscisses et les droites d’équations ax =  et tx = , c’est-à-dire 
l’aire de { })(0et    /),( xfytxayxMD ≤≤≤≤= , est une 
primitive de la fonction f sur ],[ ba . 

Expression d’une primitive 
Si f est continue sur un intervalle J et si a J∈ , alors la fonction F 

définie par : ( ) ( )
x

a

x J F x f t dt∀ ∈ = ∫  est l’unique primitive de f 

sur J qui s’annule en a. 
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fiche n°32 

INTEGRALES DEFINIES 
Subdivision d’un segment 

Si a b< , on appelle subdivision de [ , ]a b  toute suite finie 

strictement croissante 0( ,..., )nx xσ =  où 0x a=  et nx b= . 

Le pas de la subdivision est { }TP 1,0/Max 1 −∈−=σ + nkxx kk . 

La subdivision est régulière si : 
n

ab
kaxnk k

−
+=−∈∀ TP 1,0 . 

Intégrale d’une fonction en escalier 
Une fonction ϕ  est en escalier sur [ , ]a b  s’il existe une subdivision 

0( ,..., )nx xσ =  adaptée à ϕ , c’est-à-dire telle que, pour tout 

TP 1,0 −∈ nk , ϕ  soit constante sur 1[ , ]k kx x +  : ( ) kx cϕ = . 

Alors l’intégrale de ϕ  sur [ , ]a b  est : 
1

1
0

( ) ( )
b n

k k k
ka

t dt x x c
−

+
=

ϕ = −∑∫ . 

Elle est indépendante de la subdivision σ  choisie. 

Fonction intégrable 
Soit f une fonction bornée sur [ , ]a b  (avec a b< ). 
L’ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui minorent f 
admet une borne supérieure )(fI − . 
L’ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui majorent f 
admet une borne inférieure )(fI + . 
La fonction f est intégrable sur [ , ]a b  si les deux bornes sont égales. 

Alors l’intégrale de f sur [ , ]a b  est : )()()( fIfIdttf
b

a

+− ==∫ . 

Fonctions continues par morceaux 
Une fonction f est continue par morceaux sur [ , ]a b  s’il existe une 

subdivision 0( ,..., )nx xσ =  telle que, pour tout TP 1,0 −∈ nk , f soit 

continue sur 1] , [k kx x +  et admette un prolongement par continuité 

kf
%  sur 1[ , ]k kx x +  (limite réelle à gauche et à droite de tout kx ). 

Alors f est intégrable sur [ , ]a b  et : 
11

0

( ) ( )
k

k

xb n

k
ka x

f t dt f t dt
+−

=

=∑∫ ∫ % . 

 

fiche n°32 (suite) 

Fonctions continues 
Toute fonction continue sur [ , ]a b  est intégrable sur [ , ]a b . 

Extension de la définition 
Si f est une fonction continue sur un intervalle J, si F est une 
primitive quelconque de f sur J, alors : 

[ ]2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

a b J f t dt F t F b F a∀ ∈ = = −∫  

Conséquences : ( ) 0
a

a

f t dt =∫  et ( ) ( )
a b

b a

f t dt f t dt= −∫ ∫ . 

Expression d’une primitive 
Si f est continue sur un intervalle J et si a J∈ , la fonction F définie 

par ( ) ( )
x

a

x J F x f t dt∀ ∈ = ∫  est l’unique primitive de f sur J qui 

s’annule en a. Donc 0)( =aF  et '( ) ( )x J F x f x∀ ∈ = . 
Calculs d’aires 

Si f est une fonction continue sur [ , ]a b  (avec ba ≤ ) : 

• l’aire (en unités d’aire) de la partie de plan limitée par fC , Ox et 

les droites ax =  et bx =  est : ∫=
b

a

dttf )(A . 

• l’aire (en unités d’aire) de la partie de plan limitée par fC , gC  et 

les droites ax =  et bx =  est : ∫ −=
b

a

dttgtf )()(A . 

Relation de Chasles 

Si f est continue sur J : 3( , , ) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

a b c J f t dt f t dt f t dt∀ ∈ = +∫ ∫ ∫  

Intégrale d’une fonction continue paire ou impaire 

Si f est impaire : 0)( =∫
−

a

a

dttf      Si f est paire : ∫∫ =
−

aa

a

dttfdttf
0

)(2)(  
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fiche n°32 (suite) 

Linéarité de l’intégrale 
Si f et g sont continues sur J :  

2 2( , ) ( , ) [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a

a b J f t g t dt f t dt g t dt∀ ∈ ∀ α β ∈ α +β = α + β∫ ∫ ∫�  

Signe d’une intégrale 
Si f est continue sur un intervalle J et si 2( , )a b J∈  : 

• Si ba ≤  et si 0)(],[ ≥∈∀ tfbat , alors 0)( ≥∫
b

a

dttf . 

• Si ba ≤  et si 0)(],[ ≤∈∀ tfbat , alors 0)( ≤∫
b

a

dttf . 

Comparaison de deux intégrales 
Si f et g sont continues sur un intervalle J et si 2( , )a b J∈  : 

• Si ba ≤  et si )()(],[ tgtfbat ≤∈∀ , alors ∫∫ ≤
b

a

b

a

dttgdttf )()( . 

Inégalités de la moyenne 
Si f est continue sur un intervalle J et si 2( , )a b J∈  : 

• Si ba ≤  et Mtfmbat ≤≤∈∀ )(],[ , alors )()()( abMdttfabm
b

a

−≤≤− ∫ .  

• Si MtfJt ≤∈∀ )( ,  alors : 2( , ) ( )
b

a

a b J f t dt M b a∀ ∈ ≤ −∫ . 

Majoration d’une intégrale  
Si f est continue sur un intervalle J et si 2( , )a b J∈  : 

• Si ba ≤ , on a : 
[ , ]

( ) ( ) ( ) Max ( )
b b

t a b
a a

f t dt f t dt b a f t
∈

≤ ≤ −∫ ∫ . 

Nullité d’une intégrale 
Soit f une fonction continue sur [ , ]a b  (avec a b< ) et de signe constant. Alors : 

( ) 0 [ , ] ( ) 0
b

a

f t dt t a b f t= ⇔ ∀ ∈ =∫ . Donc pour montrer que l’intégrale n’est 

pas nulle, il suffit de montrer que : . 0)(],[ ≠∈∃ tfbat . 

fiche n°32 (suite) 

Valeur moyenne d’une fonction continue entre a et b 
Si f est une fonction continue sur J et si 2( , )a b J∈ , alors la valeur 

moyenne de f entre a et b est : 
1

( )
b

a

f t dt
b a

µ =
− ∫ . 

Intégration par parties 
Si u et v sont deux fonctions de classe 1C  sur un intervalle J : 

2( , ) '( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) '( )
b b

b
a

a a

a b J u t v t dt u t v t u t v t dt∀ ∈ = −∫ ∫ . 

Changement de variable 
Si ϕ  est de classe 1C  sur un intervalle J et si f est continue sur ( )Jϕ , 

alors ∫∫
ϕ

ϕ

=ϕϕ
)(

)(

)()(')]([
b

a

b

a

duufdtttf  en posant )(tu ϕ=  et '( )du t dt= ϕ . 

Sommes de Riemann 
Si f est une fonction continue sur [ , ]a b  avec a b<  et si 0( ,..., )nx xσ =  

est une subdivision de [ , ]a b , on appelle somme de Riemann toute 

somme ∑
−

=
+ −=

1

0
1 )()(

n

k
kkk yfxxS  où ],[1,0 1+∈−∈∀ kkk xxynk TP . 

Si f est continue sur [ , ]a b , toute somme de Riemann sur [ , ]a b  tend 

vers l’intégrale ( )
b

a

f t dt∫  quand le pas de la subdivision σ  tend vers 0. 

En particulier : ∑∫
−

=
+∞→








 −
+

−
=

1

0

lim)(
n

k
n

b

a n

ab
kaf

n

ab
dttf . 

Equation différentielle 
Si g est une fonction continue sur un intervalle J de primit ive G, les 
fonctions f dérivables sur J qui vérifient '( ) ( ) ( )x J f x f x g x∀ ∈ =  

sont les fonctions telles que : ( )( ) G xK x J f x Ke∃ ∈ ∀ ∈ =� . 

Prolongement des fonctions de classe C n  
Si f est une fonction de classe nC  sur ] , ]a b  avec a b<  et si ( )nf  a une 

limite réelle en a, alors f admet un prolongement de classe nC  sur 
[ , ]a b . 
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fiche n°33 

FORMULES DE TAYLOR 

n désigne un entier naturel. 
Formule de Taylor à l’ordre n avec reste intégral 

Si f est une fonction de classe 1+nC  sur un intervalle I, alors pour 
tous a et b de I : 

∫∑ +

=

−
+

−
=

b

a

n
nn

k

k
k

dttf
n

tb
af

k

ab
bf )(

!

)(
)(

!

)(
)( )1(

0

)(  

Cas des polynômes 
Si [ ]nP X∈� , alors pour tout a réel :  

( )

0

( )
( ) ( )

!

kn
k

k

P a
x P x x a

k=

∀ ∈ = −∑�  

Egalité de Taylor-Lagrange 

Si f est une fonction de classe 1+nC  sur un intervalle I, alors pour 
tous a et b distincts dans I, il existe c compris entre a et b tel que : 

 

Inégalité de Taylor-Lagrange 

Si f est une fonction de classe  sur un intervalle I et si 

, alors pour tous a et b de l’intervalle I : 

 

Formule de Taylor-Young 

Si f est une fonction de classe  sur un intervalle I contenant a, 
alors il existe une fonction  telle que : 

 

ce que l’on écrit : . 

 

( ) ( 1)

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

! !

k nn
k n

k

b a b a
f b f a f c

k n
+

=

− −
= +∑

1+nC

MtfIt n ≤∈∀ + )()1(

)!1(
)(

!

)(
)(

1

0

)(

+

−
≤

−
−

+

=
∑ n

ab
Maf

k

ab
bf

nn

k

k
k

nC
ε lim ( ) 0

x a
x

→
ε =

( )

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

!

kn
k n

k

x a
x I f x f a x a x

k=

−
∀ ∈ = + − ε∑

( )( )

0

( )
( ) ( ) ( )

!

kn
k n

k

x a
f x f a o x a

k=

−
= + −∑
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fiche n°34 

DEVELOPPEMENTS LIMITES 

Développement limité en 0 
Soit �∈n  et I un intervalle contenant 0 et non réduit à 0.  
Une fonction f définie sur ID =  ou { }0−= ID  admet en 0 un 

développement limité d’ordre n (on note )0(nDL ) s’il existe un 

polynôme nP  de degré inférieur ou égal à n tel que :  

)()()( xxxPxfDx n
n ε+=∈∀    avec 0)(lim

0
=ε

→
x

x
. 

C’est équivalent à : )()()( n
n xoxPxf +=   au voisinage de 0.  

Le polynôme nP   est la partie régulière du )0(nDL . 

Développement limité en a 
Méthode de calcul : On effectue un changement de variable en 
posant : h x a= − . On se ramene à la recherche de l’existence d’un 

)0(nDL  de la fonction g définie par ( ) ( )g h f a h= + . 

La fonction f admet en a un )(aDLn  s’il existe un polynôme nP  de 
degré inférieur ou égal à n tel que :  

( )( ) ( ) ( )n
nx D f x P x a o x a∀ ∈ = − + − . 

Le polynôme )( axPx n −a   est la partie régulière du )(aDLn . 

Développement limité à l’infini 
Méthode de calcul : On effectue un changement de variable en 

posant : 
1

h
x

= . On est donc ramené à la recherche de l’existence 

d’un )0(nDL  de la fonction g définie par 
1

( )g h f
h
 =  
 

. 

La fonction f admet à l’infini un )(∞nDL  s’il existe un polynôme 

nP  de degré inférieur ou égal à n tel que :  

1 1
( )

n

nx D f x P o
x x

    ∀ ∈ = +          
 . 

Parfois, l’étude conduit à des termes qui sont des puissances de 
1

h
. 

On parle alors de développement asymptotique à l’infini. 
 

fiche n°34 (suite)  

Propriétés 
• Si f admet un , il est unique. 

• Si f admet un , elle admet des développements limités 

d’ordre  et  est obtenu en tronquant  à l’ordre q (on ne 

garde que les termes de degré inférieur ou égal à q). 
• Si f est paire (impaire) et si f admet un , alors le 

polynôme  est pair (impair). 

• Si f est définie en a, elle admet un  si et seulement si elle 

est continue en a. Si f n’est pas définie en a,  elle admet un 
 si et seulement si elle est prolongeable par continuité en a. 

• Si f est définie en a, elle admet un  si et seulement si elle 
est dérivable en a. Si f n’est pas définie en a,   elle admet un 

 si et seulement si son prolongement par continuité est 
dérivable en a. 
• Si f admet un  et si la partie régulière  n’est pas le 

polynôme nul, alors : . 

Condition suffisante (non nécessaire) d’existence 

Si f est une fonction de classe  sur un intervalle I contenant a, 

elle admet un  :  

Recherche d’une tangente en un point 

Si la fonction f admet un , alors l’équation de la tangente 

au point d’abscisse a est : .  La position par rapport à 

la tangente est donnée par le premier terme suivant non nul. 

Recherche d’une asymptote 
On cherche un DL de f à l’infini. Si  avec 

, la courbe de f admet une asymptote oblique 

d’équation . La position par rapport à l’asymptote est 
donnée par le premier terme non nul du DL à l’infini de . 
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fiche n°34 (suite)  

Développements limités usuels en 0  

 

. 

. 

. 

. 

. 

Opérations algébriques (On se ramène d’abord en 0) 
Si f et g admettent des  de parties régulières  et  : 

• si  et  sont réels, alors  admet  dont la partie 

régulière est  . 

• fg admet  dont la partie régulière est obtenue en tronquant 

 à l’ordre n. 

•  admet un  si . Pour l’obtenir, dans le  

de g, on met en facteur , ce qui permet d’écrire 

 avec . Si , on se ramène au cas 

précédent en factorisant par des puissances de , mais l’ordre 
obtenu ne sera pas n. 

Composition 
Si f admet un , si  et si g admet un , alors 

 admet un  dont la partie régulière est la troncature 

d’ordre n de  (composée des parties régulières de g et f). 

21
1 ... ( )

1
n nx x x o x

x
= + + + + +

−
2

1 ... ( )
1! 2! !

n
x nx x x

e o x
n

= + + + + +

2 3
1ln(1 ) ... ( 1) ( )

2 3

n
n nx x x

x x o x
n

−+ = − + + + − +

2( 1) ( 1)...( 1)
(1 ) 1 ... ( )

1! 2! !
n nn

x x x x o x
n

α α α α − α α − α − +
+ = + + + + +

3 5 2 1
2 2sin ... ( 1) ( )

3! 5! (2 1)!

n
n nx x x

x x o x
n

+
+= − + + + − +

+
2 4 2

2 1cos 1 ... ( 1) ( )
2! 4! (2 )!

n
n nx x x

x o x
n

+= − + + + − +

( )nDL a nP nQ

α β gf β+α ( )nDL a

nn QP β+α

( )nDL a

nnQP

g

f
( )nDL a ( ) 0nQ a ≠ ( )nDL a

( )nQ a

1

( ) 1n

f f

g Q a u
= ×

−
lim 0
x a

u
→

= ( ) 0nQ a =

( )x a−

( )nDL a lim ( )
x a

f x b
→

= ( )nDL b

g fo ( )nDL a

n nQ Po

Résumé du cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy 43



 
 
 
 

fiche n°35 

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 
 
Système de n équations linéaires à p inconnues 

  

Une solution du système est un élément  de  qui 

vérifie toutes les équations. 
Système homogène 

Le système est homogène si . Il admet au moins une 

solution .   
Système de Cramer 

C’est un système carré  qui admet une unique solution. 

Systèmes équivalents 
Deux systèmes sont équivalents s’ils ont le même ensemble de 
solutions. 

Opérations élémentaires sur les lignes 
• Echange de deux lignes : . 

• Ajout d’une autre ligne : . 

• Multiplication d’une ligne par un réel  : . 

Elles transforment un système en un système équivalent. 
Il en est de même pour toute transformation de la forme : 

 à condition que . 

Matrice complétée du système 

C’est la matrice des coefficients : . 









=++

=++

nppnn

pp

bxaxa

bxaxa

...

....................................

...

11

11111

ts.coefficien lessont   leset   Les

inconnues. lessont  ,..., Les1

iji

p

ba

xx

),...,( 1 pxx p
�

0=∀ ibi

(0,...,0)

)( pn =

ji LL ↔

jii LLL +←

0≠α ii LL α←

i i jL L L←α +β 0≠α

11 1 1

1

p

n n p n

a a b

A

a a b

 
 

=  
 
 

L

M O M M

L

fiche n°35 (suite) 

Méthode du pivot de Gauss 
Objectif : A l’aide d’opérations élémentaires, transformer le 
système en un système triangulaire équivalent simple à résoudre. 
Etape 1 : on choisit une ligne de référence que l’on met dans  

(coefficient de  non nul et le plus simple possible), puis on 

transforme toutes les lignes sauf  par  (avec 

) pour annuler le coefficient de  dans .  

Etapes suivantes : Ensuite, on ne change plus , et on 

recommence le même procédé avec l’inconnue  sur le système 

formé par , … et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on ait 
épuisé les lignes ou les inconnues. 
Si, au cours de ces transformations, on trouve une équation de la 
forme  : 

• Si , le système n’a pas de solution. Le processus s’arrête. 
• Si , on continue le processus en supprimant la ligne. 

Ensemble des solutions 
On se place dans le cas où l’on n’a pas trouvé . 
Si le système final est triangulaire, les termes de la diagonale étant 
non nuls (pivots), le système est un système de Cramer et on 
obtient la solution par substitution depuis la dernière ligne jusqu’à 
la première. On peut aussi effectuer des transformations 
symétriques sur la matrice complétée pour obtenir une matrice de 

la forme :  . 

Si le système final comporte moins d’équations que d’inconnues, 
on considère certaines inconnues comme « paramètres », et on 
exprime les autres en fonction de celles-là. Le système a alors une 
infinité de solutions.  
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fiche n°36 

ESPACES VECTORIELS 

Définition 
Un ensemble E est un espace vectoriel sur  ou  s’il est muni 

d’une addition interne   et d’une multiplication externe (à 

opérateurs dans K)     qui vérifient : 

• . 

• .  

• Il existe un unique élément (neutre)  de E tel que : 

 
• Pour tout vecteur u de E, il existe un unique vecteur de E noté  tel 

que :  
• . 

• .  

• .  

• . 

Propriété :  dans un espace vectoriel 
Exemples fondamentaux 

, ),( KDA  (applications de D dans K), �K=U  (suites 

numériques),  (polynômes),  (degré ), )(, KpnM  et 

)(KnM  (matrices). 

Sous-espaces vectoriels 
Une partie  d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E si 
et seulemenr si : 
• . 

•  
Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. 
Tout sous-espace vectoriel contient le vecteur nul . 
Une intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace 
vectoriel de E (donc non vide). C’est faux pour une réunion. 

K =� K =�

( , )

E E E
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K E E
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2( , ) ( )K u E u u u∀ α β ∈ ∀ ∈ α +β = α + β
2( , ) ( ) ( )K u E u u∀ α β ∈ ∀ ∈ α β = αβ

EE uu 0ou    00 ==α⇔=α

nK

[ ]K X [ ]nK X n≤

F

�≠F
2( , )K u v F u v F∀α∈ ∀ ∈ α + ∈
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fiche n°36 (suite) 

Somme de deux sous-espaces vectoriels 
La somme  de deux sous-espaces 
vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.  
La somme est directe (notée ) si . 
F et G sont supplémentaires si  : tout vecteur de E se 
décompose de manière unique en  avec  et . 

Sous-espace vectoriel engendré 
Le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs , …,  est 
l’ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs : 

. 

Famille génératrice 
Une famille ( , …, ) de vecteurs appartenant à un sous-espace 

vectoriel F  est génératrice de F si , c’est-à-dire 

si tout vecteur de F est combinaison linéaire de , …, . 
Toute famille qui contient une famille génératrice est génératrice. 
Si l’un des vecteurs d’une famille génératrice est combinaison 
linéaire des autres, la famille privée de ce vecteur est génératrice. 

Famille libre 
Une famille ( , …, ) de vecteurs de E est libre si : 

. 

Une famille  est libre ssi .  

Une famille ( , ) est libre ssi  et  ne sont pas colinéaires. 
Toute famille contenue dans une famille libre est libre. 
La famille est libre ssi tout vecteur de  s’écrit de 

manière unique comme combinaison linéaire de , …, . 

Famille liée 
Une famille ( , …, ) de vecteurs de E est liée si elle n’est pas 

libre, donc si : . 
La famille est liée si et seulement si l’un des vecteurs est 
combinaison linéaire des autres. 
Toute famille qui contient une famille liée (par ex. ) est liée. 
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fiche n°36 (suite) 
Base 

Une famille ( , …, ) de vecteurs d’un sous-espace vectoriel F  est 
une base de F si elle est libre et génératrice. 
Une famille ( , …, ) est une base de F si et seulement si : 

. 

),...,( 1 nαα  sont les coordonnées de u dans la base ( , …, ). 

Espace vectoriel « de dimension finie » 
C’est un espace vectoriel qui a une famille génératrice finie. 
Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base. 

Dimension d’un espace vectoriel 
Théorème de la dimension : Si un espace vectoriel possède une base de n 
vecteurs, toutes les autres bases ont n vecteurs. 
Ce nombre n s’appelle la dimension de E : . 

Par convention : . 
Une droite vectorielle est un espace vectoriel de dimension 1. 
Un plan vectoriel est un espace vectoriel de dimension 2. 
Un hyperplan d’un espace vectoriel E de dimension n est un sous-espace 
vectoriel de E de dimension 1−n . 

Bases canoniques 
 Base canonique : , …, . 

1][dim += nXKn    Base canonique : . 

npKpn =)(dim ,M   Base canonique : 
pj

nijiE
≤≤
≤≤

1
1, )(  (où jiE ,  est la matrice 

dont tous les éléments sont nuls sauf celui de la ligne i 
et de la colonne j qui vaut 1) 

Sous-espaces vectoriels d’un espace de dimension n 
Si F est un sous-espace vectoriel de E : .  
Et  si et seulement si : . 

. 

F et G sont supplémentaires ssi  et . 

Le rang de ( , …, )  est la dimension de . 
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fiche n°36 (suite) 

Familles de vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n 
• Toutes les bases ont n vecteurs. 
• Toutes les familles libres ont au plus n vecteurs. 
• Toutes les familles génératrices ont au moins n vecteurs. 
• Toute famille libre de n vecteurs est une base. 
• Toute famille génératrice de n vecteurs est une base. 
• Toute famille libre peut être complétée en une base. 
• De toute famille génératrice, on peut extraire une base. 
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fiche n°37 

APPLICATIONS LINEAIRES 
Définition 

Soient E et F deux espaces vectoriels. Une application f de E dans  
F est linéaire (ou est un homomorphisme) si : 

 
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E. 
Un isomorphisme est une application linéaire bijective de E dans F. 
Un automorphisme de E est un endomorphisme bijectif de E.  

Opérations sur les applications linéaires 
La somme de deux applications linéaires est linéaire. 
Le produit d’une application linéaire par un scalaire est linéaire. 
L’ensemble ),( FEL  des applications linéaires de E dans F et 
l’ensemble )(EL  des endomorphismes de E munis de ces deux 
opérations sont des espaces vectoriels. 
La composée de deux applications linéaires est linéaire. 
La réciproque d’une application linéaire bijective est linéaire. 
L’ensemble  des automorphismes de E est un groupe. 

Propriétés 
Si f est une application linéaire de E dans F : 
• L’ image du vecteur nul  de E est le vecteur nul  de F. 
• L’image d’une combinaison linéaire de vecteurs de E est la 

combinaison linéaire de leurs images affectées des mêmes 

coefficients : . 

• L’image d’un sous-espace vectoriel  de E est un sous-espace 

vectoriel de F : . 
• L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel  de F est un 

sous-espace vectoriel de E : . 
Noyau d’une application linéaire 

. 
C’est un sous-espace vectoriel de E. 
L’application  f est injective si et seulement si : . 
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fiche n°37 (suite) 

Image d’une application linéaire 
. 

C’est un sous-espace vectoriel de F. 
L’application f est surjective si et seulement si : . 

Image d’une famille de vecteurs 
Si f est une application linéaire de E dans F : 
• L’ image d’une famille liée de E est une famille liée de F. 
• Si f est injective, l’image d’une famille libre de E est une famille libre 

de F. 
• L’image d’une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel  de 

E est une famille génératrice du sous-espace vectoriel  de F. 
• Si f est injective, l’image d’une base d’un sous-espace vectoriel  

de E  est une base du sous-espace vectoriel  de F. 

Forme linéaire 
Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K. 
Si nE =dim , le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E est un 
hyperplan (sous-espace vectoriel de dimension 1−n ). 

Projection 

Si  et  sont supplémentaires :  avec . 

La projection p sur  suivant  est définie par . 

Propriétés : C’est un endomorphisme de E. 
ppp =o . 

2Ker Ep = . 

{ }uupEuEp =∈== )(/Im 1 . 

Projecteur 
Un projecteur sur E est un endomorphisme de E tel que : . 

Si p est un projecteur sur E, alors : 
• pIm  et pKer  sont deux sous-espaces supplémentaires de E. 

•  p est la projection sur { }uupEup =∈= )(/Im  suivant pKer . 
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fiche n°37 (suite) 
Symétrie 

Si  et  sont supplémentaires :  avec . 

La symétrie s par rapport à  suivant  est définie par . 

Propriétés : C’est un automorphisme de E. 

Ess Id=o . 

{ }uusEuE =∈= )(/1 . 

{ }uusEuE −=∈= )(/2 . 

Involution  
Un endomorphisme s est involutif si . 

Si s est un endomorphisme involutif, alors { }uusEus E =∈=− )(/)IdKer(  

et { }uusEus E −=∈=+ )(/)IdKer(  sont deux sous-espaces vectoriels 

supplémentaires de E, et s est la symétrie par rapport à  

suivant . 

Théorème du rang (dimensions finies) 
Si E et F sont de dimensions finies, et si f est une application linéaire de E 
dans F, alors : . 
Conséquences : 
• Si f est injective : . 
• Si f est surjective : . 
• Si f est bijective (isomorphisme) : . 

• Si , alors f est bijective ssi . 
• Si , alors f est bijective ssi . 

Matrice d’une application linéaire en dimension finie 
Soit E un espace vectoriel de dimension p, de base ),...,( 1 pee=B  et F un 

espace vectoriel de dimension n, de base )',...,'(' 1 nee=B . 

Si f est une application linéaire de E dans F, on appelle matrice de f la 
matrice A des vecteurs ,…,  dans la base 'B . 

Si u est un vecteur de E de matrice X dans la base B , alors le vecteur 
)(uf  a pour matrice  dans la base 'B . 
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fiche n°37 (suite) 
 
Réciproquement, toute matrice de )(, KpnM  peut s’interpréter comme 

matrice d’une application linéaire de E dans F, ou de pK  dans nK  
rapportés à leurs bases canoniques. 

Opérations sur les matrices 
La matrice de  est . 

La matrice de  est . 

La matrice de  est . 

Un endomorphisme est bijectif si et seulement si sa matrice est 

inversible. La matrice de sa réciproque  est . 

 

gf + gf MM +

fλ fMλ

fg o fg MM ×

1−f 1( )fM −
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fiche n°38 

MATRICES 

Matrices à n lignes et p colonnes 
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aa

aa
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L
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L

1

111

   jia  est l’élément de  

Matrice ligne si .  Matrice colonne si .  

Matrice nulle si 0),( =∀ jiaji . 

Matrice carrée d’ordre n si . 

Matrice carrée diagonale si 0=jia  pour tous . 

Matrice  unité d’ordre n : matrice diagonale avec 1=∀ iiai . 

Matrice carrée triangulaire supérieure si 0=jia  pour tous . 

Matrice carrée triangulaire inférieure si 0=jia  pour tous . 

)(, KpnM  : ensemble des matrices à n lignes et p colonnes dont les 

éléments sont dans K. 
)(KnM  : ensemble des matrices carrées d’ordre n dont les éléments 

sont dans K. 

Egalité de deux matrices 
Elles doivent avoir les mêmes dimensions et : . 

Addition de deux matrices 
Si )(, KA pnM∈ , )(, KB pnM∈  et , alors )(, KC pnM∈ . 

On additionne les éléments terme à terme : . 

Multiplication d’une matrice par un scalaire 
Si )(, KA pnM∈ , K∈λ   et , alors )(, KC pnM∈ . 

On multiplie tous les éléments par  : . 

Multiplication de deux matrices 
Si )(, KA pnM∈ , )(, KB qpM∈  et , alors )(, KC qnM∈ . 

On multiplie la ligne i de A par la colonne j de B : 

 





j

i

 colonne la

 ligne la

1=n 1=p

np =
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nI

ji >

ji <

jiji baji =∀ ),(

BAC +=

jijiji bacji +=∀ ),(
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∑=∀
p
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fiche n°38 (suite) 

Transposée d’une matrice 
Si )(, KA pnM∈  et , alors )(, KC npM∈ .  

On intervertit les lignes et les colonnes de A : . 

Propriétés :            

Matrice carrée symétrique si , antisymétrique si . 

Propriétés algébriques 
     

    
     

   
    

Si )(, KA pnM∈  : . 

La multiplication des matrices n’est pas commutative : . 
Si , on dit que les matrices A et B commutent. 
Un produit de matrices peut être nul sans qu’aucune des matrices soit nulle. 

Inverse d’une matrice carrée 
Une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une matrice carrée 
B d’ordre n telle que : . Alors . 

Propriétés :       11 )()( −− = AA tt  

   
Une matrice diagonale ou triangulaire est inversible si et seulement si les 
éléments de sa diagonale sont non nuls. 
Méthodes de calcul : Méthode de Jordan-Gauss ou Inversion du système ou 
Polynôme annulateur. 

Puissances d’un matrice carrée 

   (k fois si )   

Propriétés :     

             
Formule du binôme seulement si A et B commutent : 

Si , alors : . 
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fiche n°38 (suite) 
 

Puissances d’une matrice diagonale 

Si , alors . 

Structure de l’ensemble des matrices 
L’ensemble )(, KpnM  est un espace vectoriel de dimension np.   

Sa base canonique est formée des matrices  dont tous les 

éléments sont nuls sauf . 

L’ensemble )(KnM  est un espace vectoriel de dimension . 
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fiche n°39 

CHANGEMENT DE BASE 
Matrice d’un vecteur 

Dans un espace vectoriel E de base ),...,( 1 nee=B , à tout vecteur 

, on associe la matrice colonne . 

Réciproquement, toute matrice de )(1, KnM  peut être interprétée comme 

matrice d’un vecteur u de E dans la base B . 
Matrice d’une famille de vecteurs 

Dans un espace vectoriel E de base ),...,( 1 nee=B , la matrice de la famille 

de vecteurs ( , …, ) est la matrice de )(, KpnM  dont les colonnes sont 

les coordonnées des vecteurs , …,  dans la base B . 

Réciproquement, toute matrice de )(, KpnM  peut être interprétée comme 

matrice d’une famille de vecteurs ( , …, ) de E dans la base B . 

Matrice d’une base 
Dans un espace vectoriel E de base ),...,( 1 nee=B , une famille de n vecteurs 

est une base si et seulement si sa matrice est inversible. 
Changement de base 

Si un espace vectoriel E possède deux bases ),...,( 1 nee=B  et 

)',...,'(' 1 nee=B , on appelle matrice de passage de la base B  à la base 'B  

la matrice P de la famille de vecteurs  dans la base B . 

Toute matrice de passage est inversible. Réciproquement, toute matrice 
inversible peut s’interpréter comme une matrice de passage. 
Si un vecteur u a pour matrice X dans B  et  dans 'B , alors : . 
Si f est un endomorphisme de matrice A dans B et de matrice 'A  dans 'B , 
alors : APPA 1' −= . 

Matrices semblables 
Deux matrices A et  sont semblables s’il existe une matrice P inversible 
telle que : . 
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fiche n°40 

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 
 
Valeurs propres d’un endomorphisme 

Un scalaire  est valeur propre d’un endomorphisme f de E s’il existe 
un vecteur v de E non nul tel que . 

0 est valeur propre de f si et seulement si . Donc un 
endomorphisme est bijectif si et seulement si 0 n’est pas valeur propre. 

Valeurs propres d’une matrice 
Un scalaire  est valeur propre d’une matrice A s’il existe une matrice 
colonne X non nulle telle que . 
Si f est un endomorphisme d’un espace E de dimension finie, un 
scalaire  est valeur propre de f si et seulement si il est valeur propre 
de sa matrice A dans une base (quelconque) de E. 
Toutes les matrices semblables ont les mêmes valeurs propres. 
Les valeurs propres d’une matrice diagonale ou triangulaire sont ses 
éléments diagonaux. 

Propriétés 
Un scalaire  est valeur propre d’une matrice A, ou d’un 
endomorphisme f de matrice A dans un espace E de dimension finie, si 
et seulement si la matrice  n’est pas inversible. 
Si  est valeur propre d’un endomorphisme f de E, alors pour tout 

entier k,  est valeur propre de  (k fois). 
S’il existe un polynôme P tel que  ou , alors les 
valeurs propres de f ou de A sont racines du polynôme P (mais toutes 
les racines de P ne sont pas forcément des valeurs propres). 

Sous espace propre associé à une valeur propre 
On appelle sous-espace propre associé à la valeur propre  d’un 
endomorphisme f de E l’ensemble : . 

est un sous-espace vectoriel de E distinct de  : . 

Si 0 est valeur propre de f, alors . 

Si l’endomorphisme f a deux valeurs propres distinctes  et  , 

alors : . 

λ

vvf λ=)(
{ }Ef 0Ker ≠

λ

AX X= λ

λ

λ

)( IA λ−

λ
k
λ fff k

oo ...=

0)( =fP ( ) 0P A =

λ

{ }uufEuE λ=∈=λ )(/

λE { }E0 1dim ≥λE

fE Ker0 =

1λ 2λ

{ }EEE 0
21
=∩ λλ

fiche n°40 (suite) 

Vecteurs propres d’un endomorphisme 
Un vecteur v de E est vecteur propre d’un endomorphisme f de E s’il 
est non nul et s’il existe un scalaire  tel que . 
On dira que v est un vecteur propre associé à la valeur propre . 
Pour chaque valeur propre, il existe une infinité de vecteurs propres : 
tous les vecteurs de  sauf . 

Si f a p valeurs propres distinctes , …,  et si , …,  sont 

des vecteurs propres associés, alors la famille ( , …, ) est libre. 

Conséquence : Un endomorphisme d’un espace de dimension n 
possède au plus n valeurs propres distinctes. 

Vecteurs propres d’une matrice 
Une matrice colonne X est vecteur propre d’une matrice A s’il est 
non nul et s’il existe un réel  tel que . 
On dira que X est un vecteur propre associé à la valeur propre . 

Diagonalisation d’un endomorphisme 
Un endomorphisme est diagonalisable s’il existe une base de E 
formée par des vecteurs propres de f. 
Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il existe une 
base sur laquelle sa matrice est diagonale. 
Un endomorphisme de E est diagonalisable si et seulement si la 
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale à la 
dimension de E. 
Si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n qui 
possède n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable. 

Diagonalisation des matrices carrées d’ordre n 
Une matrice A est diagonalisable s’il existe une matrice P inversible 

telle que la matrice  soit diagonale. 
Une matrice A est diagonalisable si et seulement si l’endomorphisme 
associé est diagonalisable. 
D est la matrice diagonale dont la diagonale est formée par les 
valeurs propres de A, et P est une matrice dont les vecteurs colonnes 
sont des vecteurs propres de A (dans le même ordre) qui forment une 
base de )(1, KnM . 

λ vvf λ=)(
λ

λE E0

1λ pλ 1v pv

1v pv

λ AX X= λ

λ

APPD 1−
=
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fiche n°41 

COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES 
Loi conjointe d’un couple (X,Y) de variables aléatoires discrètes 

Si  et , la loi conjointe est 

définie par :  

Propriétés :  et . 

Lois marginales d’un couple (X,Y) de variables discrètes 
Ce sont les lois de X et de Y. On les déduit de la loi conjointe : 
Loi de X : ∑

∈

=∩===∈∀
Jj

jii yYxXPxXPIi )]()[()( .    

Loi de Y : ∑
∈

=∩===∈∀
Ii

jij yYxXPyYPJj )]()[()( . 

Lois conditionnelles de variables discrètes 
La loi conditionnelle de X sachant  est définie par les 

probabilités  pour tout . 

La loi conditionnelle de Y sachant  est définie par les 

probabilités  pour tout . 

Loi conjointe :  

Et :  

Lois marginales :  

Et :  

Loi de Z = f (X,Y) si les variables X et Y sont discrètes 
Si l’on note :  alors :  

 où )]()[(, jiji yYxXPp =∩==  

Théorème de transfert : . 

Exemples :    

 

{ }IixX i ∈=Ω /)( { }JjyY j ∈=Ω /)(

)]()[(),( , jiji yYxXPpJIji =∩==×∈∀

,( , ) 0 1i ji j I J p∀ ∈ × ≤ ≤ 1
),(

, =∑
×∈ JIji

jip

)( jyY =

( ) ( )
jY y iP X x= = i I∈

)( ixX =

( ) ( )
iX x jP Y y= = j J∈

( )[( ) ( )] ( ) ( )
ii j X x j iP X x Y y P Y y P X x== ∩ = = = =

( )[( ) ( )] ( ) ( )
ji j Y y i jP X x Y y P X x P Y y== ∩ = = = =

( )( ) ( ) ( )
ji Y y i j

j J

i I P X x P X x P Y y=
∈

∀ ∈ = = = =∑

( )( ) ( ) ( )
ij X x j i

i I

j J P Y y P Y y P X x=
∈

∀ ∈ = = = =∑

{ }zyxfJIjizKZz ji =×∈=Ω∈∀ ),(/),()()(

∑
∈

==Ω∈∀
)(),(
,)()(

zKji
jipzZPZz

∑
×∈

=
JIji

jiji pyxfZE
),(

,),()(

∑
×∈

+=+
JIji

jiji pyxYXE
),(

,)()( ∑
×∈

=
JIji

jiji pyxXYE
),(

,)(

fiche n°41 (suite) 
Somme de deux variables aléatoires discrètes 

Il y a deux manières de déterminer sa loi : 

∑
∈

−=∩===+
Ii

ii xzYxXPzYXP )]()[()(

 
∑
∈

−=∩===+
Jj

jj yzXyYPzYXP )]()[()(

 
Espérance :  
Variance :  

Covariance du couple (X,Y)  
 

Propriété :  

Inégalité de Schwarz : )()(),cov( YVXVYX ≤ . 

Si , on dit que X et Y sont non corrélées. 
Coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y)  

  

Propriété :  

Plus   est voisin de 1, plus la corrélation de X et Y est forte. 

Indépendance de deux variables aléatoires discrètes 
X et Y sont indépendantes si : 

 

Propriétés :  
 donc  

 
Indépendance de n variables aléatoires discrètes 

Les variables aléatoires discrètes ,…,  sont mutuellement 

indépendantes si :  

Alors toute fonction des variables ,…,  est indépendante de toute 

fonction des variables ,…, . 

Propriété :  si les variables sont 
indépendantes. 

 

)()()( YEXEYXE +=+
),cov(2)()()( YXYVXVYXV ++=+

)])()][(([),cov( YEYXEXEYX −−=
)()()(),cov( YEXEXYEYX −=

0),cov( =YX

)()(

),cov(
),(

YX

YX
YX

σσ
=ρ

1),(1 ≤ρ≤− YX

),( YXρ

)()()]()[(),( jiji yYPxXPyYxXPJIji =×===∩=×∈∀

)()()( YEXEXYE =
0),cov( =YX 0),( =ρ YX

)()()( YVXVYXV +=+

1X nX

∏
==

==











=∈∀

n

i
ii

n

i
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n
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1 )()(),...,( I�

1X kX

1+kX nX

)(...)()...( 11 nn XVXVXXV ++=++
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fiche n°42 

CONVERGENCES ET APPROXIMATIONS 
Inégalité de Markov 

Si X est une variable aléatoire à valeurs positives ou nulles, qui 

possède une espérance �(�) = �, alors : ∀� ≥ 0  �(� ≥ �) ≤
a

m
. 

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 
Si X est une variable aléatoire qui possède une espérance �(�) = � 

et un écart-type �(�) = �, alors : ∀� > 0  �(|� −�| ≥ �) ≤
2

2

ε

σ
. 

Convergence en probabilité 
La suite de variables aléatoires 	��
 converge en probabilit é vers 
une variable aléatoire X si : ∀� > 0  

+∞→n
lim �(|�� − �| ≥ �) = 0. 

Loi faible des grands nombres 
Si 	��
 est une suite de variables aléatoires deux à deux 
indépendantes, de même loi, d’espérance m et d’écart-type �, alors 

la suite 






 ++

n

XX n...1  converge en probabilité vers une variable 

certaine égale à m : ∀� > 0  0
...

lim 1 =







≥−

++
+∞→

εm
n

XX
P n

n
. 

Conséquence : Si l’on répète n fois de manière indépendante une 
expérience aléatoire, la fréquence d’apparition d’une issue � tend 
vers la probabilité �(��) quand n tend vers l’infini. 

Convergence en loi 
La suite de variables aléatoires discrètes 	��
 de fonctions de 
répartition �� converge en loi vers une variable aléatoire X de 
fonction de répartition F si : )()(lim xFxFx n

n
=∈∀

+∞→
� . 

Si ∀� ∈ ℕ  ��(Ω) = �(Ω), alors 	��
 converge en loi vers X si et 
seulement si : )()(lim)( xXPxXPXx n

n
===Ω∈∀

+∞→
. 

 

∀� ∈ �0,��   �(� = �) ≈ ������(1− �)��� 

∀� ∈ �0, ��   �(� = �) ≈
!

)(

k

np k ���� 

fiche n°42 (suite) 

Approximation de la loi hypergéométrique par la loi binomiale 
Si 	��
 est une suite de variables aléatoires telles que, pour tout entier 
N, �� suive la loi hypergéométrique H(�, �,�), alors la suite 	��
 
converge en loi vers une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale 
B(�, �) quand N tend vers l’infini. 
Conséquence : Si � ⤻ H(�,�, �) avec � ≤ 0,1�, alors la loi de X peut 
être approchée par la loi binomiale B(�, �) : 

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson 
Si 	��
 est une suite de variables aléatoires telles que, pour tout entier 

n, �� suive la loi binomiale B(�,
n

λ ), alors la suite 	��
 converge en 

loi vers une variable aléatoire X qui suit la loi de Poisson P(�) quand 
n tend vers l’infini. 
Conséquence : Si � ⤻ B(�,�) avec � ≥ 30, �� < 15 et � ≤ 0,1, 

alors la loi de X peut être approchée par la loi de Poisson P(�) de 
paramètre � = �� : 
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fiche n°43 

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 
 

Définition 

C’est une fonction f de  dans  : ),()(),( yxfMfyxM == a . 
Droite affine 

La droite affine passant par A et de vecteur directeur ),( βα=u  non nul 

est : { } { }tuAMtMtuAMtMd uA +=∈∃∈==∈∃∈= ���� // 22
, . 

Elle admet une représentation paramétrique 




β+=

α+=

tyy

txx

A

A  et une équation 

cartésienne de la forme 0=++ cbyax . 

Réciproquement si )0,0(),( ≠ba , l’ensemble { }0/),( 2 =++∈ cbyaxyx �  
est une droite affine de vecteur directeur ),(abu −= . 

Demi-plans 
La droite d’équation 0=++ cbyax  définit deux demi-plans : 

• ouverts : { }0/),( 2 <++∈ cbyaxyx �  et { }0/),( 2 >++∈ cbyaxyx � . 

• fermés : { }0/),( 2 ≤++∈ cbyaxyx �  et { }0/),( 2 ≥++∈ cbyaxyx � . 
Segment 

Le segment ],[ BA  est l’ensemble { }tBAtMtM +−=∈∃∈ )1(]1,0[/2
� . 

Produit scalaire usuel 
Le produit scalaire usuel est l’application qui à tous vecteurs ),( yxu =  et 

)','( yxv =  associe le réel '', yyxxvu +>=< . 
Propriétés : >>=<< uvvu ,,  pour tous u et v. 

>< vww ,a  et >< wuw ,a  sont linéaires pour tous u et v. 
0, ≥>< uu  pour tout u et 00, =⇔=>< uuu . 

Toute application qui vérifie ces propriétés est un produit scalaire. 
Norme euclidienne 

La norme euclidienne est l’application qui à tout vecteur ),( yxu =  

associe le réel 22, yxuuu +=><= . 

Propriétés : 0≥>u  pour tout u et 00 =⇔= uu . 

uu λ=λ  pour tout vecteur u et tout réel λ . 

vuvu +≤+  pour tous u et v (Inégalité triangulaire). 

2
� �

fiche n°43 (suite) 

Inégalité de Cauchy-Schwarz 
vuvu ×≤>< ,  pour tous u et v (égalité ssi u et v sont colinéaires). 

Distance euclidienne de deux points 
La distance euclidienne est l’application qui à tous points ),( yxM =  et 

)','( yxN =  associe le réel 22 )'()'(),( yyxxMNNMd −+−=−= . 

Propriétés : 0),( ≥NMd  pour tous M et N, et NMNMd =⇔= 0),( . 
),(),( MNdNMd =  pour tous M et N. 

),(),(),( PNdNMdPMd +≤  pour tous M, N et P. 
Boules 

Boules de centre A et de rayon  : 
• boule ouverte : { }rMAdMrAB <∈= ),(/),( 2

� .  

• boule fermée : { }rMAdMrAB f ≤∈= ),(/),( 2
� . 

Partie ouverte (ou ouvert) 

Une partie D de  est un ouvert de  si  ou si, pour tout 
point DA∈ , il existe un réel  tel que DrAB ⊂),( . 

Exemples : les boules ouvertes,  et , les demi-plans ouverts. 
Propriétés : Une réunion d’ouverts est un ouvert. 

Une intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert. 
Partie fermée (ou fermé) 

Une partie D de  est un fermé de  si son complémentaire D  est 
un ouvert. 

Exemples : les boules fermées,  et , les demi-plans fermés. 
Propriétés : Une réunion d’un nombre fini de fermés est un fermé. 

Une intersection de fermés est un fermé. 
Partie bornée 

Une partie D de  est bornée s’il existe une boule contenant D. 
D est bornée si et seulement si : KMDMK ≤∈∀≥∃ 0 . 

Propriétés : Une réunion d’un nombre fini de bornés est un borné. 
Une intersection de bornés est un borné. 

Partie convexe 

Une partie D de  est convexe si : DNMDNM ⊂∈∀ ],[),( 2 . 

D est convexe ssi : DtNMttDNM ∈+−∈∀∈∀ )1(]1,0[),( 2  
Propriétés : Une intersection de convexes est convexe (Pas la réunion). 
 

0>r

2
�

2
� �=D

0>r
2

� �

2
�

2
�

2
� �

2
�

2
�
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fiche n°43 

Graphe d’une fonction de deux variables 
C’est : { }),(et    ),(/),,( 3 yxfzDyxzyx f =∈∈=Γ �  (surface de 3

� ). 

Lignes de niveau 
La ligne de niveau  est  . 

C’est l’intersection du graphe avec le plan d’équation . 
Limite en un point 

Une fonction f définie sur un ouvert   de  admet au point  
une limite  si : .  

Cette limite si elle existe est unique. On la note : . 

Les propriétés sont identiques à celles des fonctions d’une variable. 
Continuité 

Une fonction f définie sur un ouvert  de  est continue au point 
 si  : .  

Elle est continue sur D si elle est continue en tout point de D. 
Opérations algébriques 

Mêmes opérations algébriques que pour les fonctions d’une variable.  
Conséquence : Les polynômes et les fractions rationnelles sont continues sur 
leur ensemble de définition. 

Composition 

• Si f est une fonction de  dans  continue en A et si  est une fonction 
de  dans  continue en , alors la fonction  est continue en 
A. 
Conséquence : Si f est continue sur D, les fonctions , , , , 

, , … sont continues sur D si elles sont définies. 
• Si  et  sont deux fonctions de  dans  continue en a, et si f est une 

fonction de  dans  continue en , alors la fonction 
 est continue en a. 

Conséquence 1 : Si f est continue en un point A de D, alors pour tout u de 

, la fonction  est continue en 0 (mais réciproque fausse). 
Conséquence 2 : Pour montrer qu’une fonction f n’est pas continue en A, il 
suffit de trouver deux fonctions  et  continues en a telles que 

 ne soit pas continue en a. 

�∈k { }kyxfDyxyx fk =∈∈= ),(et    ),(/),( 2
�L

kz =

�≠D 2
� DA∈

l ε<−∩α∈∀>α∃>ε∀ l)(),(00 MfDABM

)(lim Mf
AM →

=l

�≠D 2
�

DA∈ ε<−∩α∈∀>α∃>ε∀ )()(),(00 AfMfDABM

2
� � ϕ

� � )(Af foϕ

f fln fe αf

fsin fcos
ϕ ψ � �

2
� � ( ))(),( aaA ψϕ=

( ))(),( ttft ψϕa

2
� )( tuAft +a

ϕ ψ

( ))(),( ttft ψϕa

fiche n°43 (suite) 

Propriétés des fonctions continues 
Si f est une fonction continue sur 2� , alors :  
• Si I est un intervalle ouvert de � , alors )(1 If −

 est un ouvert de 
2

� . 

• Si I est un intervalle fermé de � , alors )(1 If −
 est un fermé de 

2
� . 

Toute fonction continue sur une partie fermée et bornée de 2
�  est 

bornée et atteint ses bornes. 

Dérivées partielles d’ordre 1 
Une fonction f définie sur un ouvert �≠D  admet en ),( 00 yxA =  : 

•    une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport à x si la fonction 

),( 0yxfx a  est dérivable en 0x  : 
0

000 ),(),(
lim)(

0 xx

yxfyxf
A

x

f
xx −

−
=

∂

∂
→

. 

•    une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport à y si la fonction 

),( 0 yxfy a  est dérivable en 0y  : 
0

000 ),(),(
lim)(

0 yy

yxfyxf
A

y

f
yy −

−
=

∂

∂
→

.  

Une fonction peut admettre des dérivées partielles sans être continue. 
Opérations 

Mêmes opérations algébriques que pour les fonctions d’une variable. 
Les formules de dérivation sont analogues. 
Conséquence : Les polynômes et les fractions rationnelles admettent 
des dérivées partielles d’ordre 1 sur leur ensemble de définition. 
Si f admet des dérivées partielles en A et si ϕ  est dérivable en )(Af , 
alors foϕ  admet des dérivées partielles en A : 

)())('()(
)(

A
x

f
AfA

x

f

∂

∂
ϕ=

∂

ϕ∂
o

o
 )())('()(

)(
A

y

f
AfA

y

f

∂

∂
ϕ=

∂

ϕ∂
o

o
 

Si  et  sont dérivables en a, et si f admet des dérivées partielles en 

( ))(),( aaA ψϕ= , la fonction g :  est dérivable en a : 

)(')()(')()(' aA
y

f
aA

x

f
ag ψ

∂

∂
+ϕ

∂

∂
=  

Gradient 
Si f est une fonction qui admet des dérivées partielles d’ordre 1 en A, on 

appelle gradient de f en A le vecteur : 
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fiche n°43 (suite) 

Dérivée directionnelle 
Si f est définie sur un ouvert  et si , alors, pour tout 
vecteur  unitaire u, on appelle dérivée de f en A dans la direction de u 

le réel (s’il existe) : . 

Développement limité d’ordre 1 
Une fonction f définie sur un ouvert  admet en  un 

développement limité d’ordre 1 s’il existe deux réels a et b, et une 
fonction  tels que  et :  

 

Toute fonction qui admet un développement limité d’ordre 1 en A est 
continue en A et admet des dérivées partielles d’ordre 1 en A. 

Alors :  et . 

Mais la réciproque est fausse : une fonction peut avoir des dérivées 
partielles d’ordre 1 sans avoir de développement limité d’ordre 1. 

Fonction de classe C 1  
Une fonction f est de classe  sur un ouvert  si elle admet en 
tout point de D des dérivées partielles qui sont continues sur D. 

Propriété : Toute fonction de classe  sur un ouvert  admet en 
tout point  de D un développement limité d’ordre 1 : 

     

avec . Ceci s’écrit aussi : 

  avec . 

Conséquence : Si f est une fonction de classe  sur un ouvert non vide 

D de , elle admet en tout point A de D une dérivée dans toute 
direction u et . 

Propriété : Si f est une fonction de classe  sur un ouvert , 
son gradient est, en tout point d’une ligne de niveau où il ne s’annule 
pas, normal à cette ligne de niveau (orthogonal à la tangente). 
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fiche n°43 (suite) 

Extremum local 
Une fonction f définie sur un ouvert  admet en  : 
• un maximum local si : 

. 
• un minimum local si : . 
Le maximum ou le minimum est absolu si l’inégalité est vraie en tout 
point M de D. 

Condition nécessaire d’extremum local 

Si une fonction f de classe  sur un ouvert  de  admet un 

extremum local en , alors  et . 

Les points qui vérifient ces conditions s’appellent des points critiques. 

Dérivées partielles d’ordre 2 
Sous réserve d’existence, il existe 4 dérivées partielles d’ordre 2 : 

 est la dérivée partielle de  par rapport à x si elle existe. 

 est la dérivée partielle de  par rapport à x si elle existe. 

 est la dérivée partielle de  par rapport à y si elle existe. 

 est la dérivée partielle de  par rapport à y si elle existe. 

Fonction de classe C 2  

Une fonction f est de classe  sur sur un ouvert   si elle 
admet en tout point de D des dérivées partielles secondes qui sont 
continues sur D. 

Théorème de Schwarz 

Si f est une fonction de classe  sur un ouvert D de , alors pour 

tout M de D : . 
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fiche n°43 (suite) 

Développement limité d’ordre 2 

Toute fonction de classe  sur un ouvert non vide D de  admet 
en tout point  de D un développement limité d’ordre 2 : 

  

 où  est une fonction qui vérifie . 

Notations de Monge 
Sous réserve d’existence, on note : 

   

Recherche d’un extremum local 

Si la fonction f est de classe  sur un ouvert  de , alors 
pour chaque point critique  : 

• Si , alors f admet un extremum local en A : si , 
c’est un minimum, et si , c’est un maximum. 

• Si , alors f n’admet pas d’extremum local en A. 

Si  , on ne peut pas conclure : il faut étudier « à la main » le 
signe de . 
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